Rezolvarea problemelor de asociere cu retele neuronale
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Problemele care presupun descoperirea unei asocieri intre datele de intrare si un raspuns pot
fi vazute din punct de vedere formal ca si probleme de aproximare a functiilor. De regula se
cunosc cateva exemple de asociere care reprezinta valori ale functiei de aproximat pentru un set de
argumente.

1 Problematica aproximarii functiilor
Problema aproximirii unei functii ¢ : RN — RM poate fi descrisi in mod simplificat astfel:

Presupunem cé se cunosc valorile functiei ¢ doar pentru o multime de valori ale argu-
mentelor. De exemplu se stiu: {(X', p(X1)),..., (X", ¢(X*))} si se doreste estimarea
valorilor lui ¢ pentru orice argument X din domeniul sau de definitie.

Despre o functie 1) : D C RN — RM se poate spune ci aproximeazi pe ¢ cu precizia € pe D
daci are loc, de exemplu, ||¢(X) —9(X)|| < € pentru orice X € D, || - || fiind o norms in RM.

Problematica aproximarii functiilor este una generala cuprinzand multe dintre problemele con-
crete ce pot fi rezolvate cu retele neuronale. Astfel de exemple sunt:

1. Determinarea unei relatii functionale intre doud méarimi pornind de la date obtinute prin
masuratori (fitarea datelor experimentale).

2. Efectuarea unei predictii in cadrul unei serii temporale cunosciand evolutia anterioara a aces-
teia. In acest caz se incearcd aproximarea unei functii ¢ : D C R¥ — R care si surprindi
legatura dintre k£ valori anterioare din serie si valoarea curenta.

3. Codificarea/ compresia datelor. Se cauti o aplicatie ¢, : RY — RM, M < N (folositd pentru
etapa de codificare) si o aplicatie ¢ : RM — RY (folosita pentru etapa de decodificare) astfel
incat ¢g o ¢y : RN — RV si fie cAt mai apropiata de aplicatia identici, ¢o(¢y (X)) = X.

4. Clasificarea unor vectori din R" in M clase poate fi vazuta ca o asociere intre elementul
X € RV si un vector indicator al clasei. De exemplu, clasa i poate fi reprezentata de vectorul
(0,...,1,...,0) singura valoare 1 aflindu-se pe pozitia i. Vectorul de iesire poate contine si
valori reale. Daca vectorul este normalizat, in sensul ca toate valorile sunt din [0, 1] si suma
lor este 1 atunci fiecare componentd poate fi interpretati ca probabilitatea ca vectorul de
intrare sa facad parte din clasa asociatd componentei respective.

Dificultatea problemei rezidd in faptul ca in aplicatiile practice exemplele pot fi afectate de
zgomot sau prin formalizare nu se ajunge la o functie care si aiba proprietati matematice suficient
de bune pentru a aplica metodele clasice de aproximare a functiilor.



2 Retele neuronale feedforward

In proiectarea unei retele neuronale, R, destinate rezolvirii unei probleme de asociere (de exemplu,
aproximarea functiei ¢) trebuie rezolvate urmatoarele probleme:

e Problema reprezentarii. Poate reteaua R (caracterizata de o anumita arhitectura, un anumit
mod de functionare si de un anumit set de parametri) si aproximeze functia ¢ 7 Aceastd
problema este importantd intrucat nu orice retea poate sa aproximeze orice functie (de ex-
emplu functia XOR nu poate fi aproximata printr-o retea cu un singur nivel, functii liniare
de integrare i functii de transfer de tip Heaviside).

e Problema invatarii. Presupunem ca R este o retea a carei arhitectura ii permite, teoretic,
sa aproximeze functia ¢. Se pune problema cum sa se determine valorile parametrilor retelei
astfel incat aceasta si aproximeze efectiv pe ¢.

e Problema generalizarii. Fie R o retea antrenati si aproximeze pe ¢. Se pune problema cat
de bine aproximeazd R pe ¢ pentru date de intrare care nu fac parte din setul de antrenare.

2.1 Suport teoretic

Problema capacitatii de reprezentare a retelelor feedforward a fost rezolvata demonstrandu-se ca

retelele feedforward sunt aproximatori universali, adicd pentru orice functie continud (sau doar

masurabild), ¢, exista o retea feedforward cu cel putin un nivel ascuns, care aproximeaza pe ¢.
Sunt cel putin doua directii pe care s-a avansat in aceastd problematica:

1. Specificarea functiilor de integrare gi transfer, fara a furniza, insi, suficiente informatii despre
numarul de unitati.

2. Specificarea structurii fiecarui nivel, fard a indica tipul functiilor de integrare si transfer.

Specificarea functiilor de integrare si transfer. Principalele rezultate pe aceasta directie sunt
[Hornik, 1991], [Cybenko, 1989], [Funahashi, 1989]. Ideea centrald a acestor rezultate este:
Propozitie. Orice functie masurabila ¢ : D ¢ RY — RM (cu D o multime compacts) poate fi
aproximatd cu orice acuratete de citre o retea feedforward caracterizata prin:

(i) N unitati de intrare, M unitati de iegire i un nivel de unitati ascunse (acuratetea aproximarii
depinde de numarul unitatilor ascunse).

(ii) functii de integrare liniare (gw,(X) = (W;)" X ) si functii de transfer, f : R — [a, b], continue
(sau masurabile) gi crescatoare cu limy o f(u) = b, limy,_,_ f(u) = a.

Specificarea structurii fiecarui nivel. La baza rezultatelor de acest tip sta o teorema a lui
A K. Kolmogorov [1957] de reprezentare a functiilor continue de mai multe variabile prin functii
continue de o variabila:

Teorema. Exista A\1,..., AN € R gitq,...,¢on41 € C(I) (functii continue pe I) cu proprietatea
cd pentru orice functie continud ¢ : IV — R, existd o functie continud h : R — R astfel incat:

2N+1

¢($1,...,:EN) = Z h()\ﬂ/)k((l:l)—i—...—l—)\NQ/)k((L‘N)).
k=1

Pe baza acestei teoreme, Hecht-Nielsen [1989] a enuntat:
Propozitie. Orice functie continua ¢ : [0,1]¥ — RM poate fi aproximata printr-o retea
feedforward caracterizata prin:



(i) N unitati de intrare, (2N + 1) unitati ascunse, M unitati de iegire.

(ii) Unitatile ascunse au functia de integrare de forma:

N
gk(X) = Z Aoz + ke) + K,
j=1
iar functia de transfer f*(u) = u, k € {1,...,2N + 1}. Functia ¢ este continud monoton

crescatoare, nu depinde de ¢, dar depinde de N, iar € este un numar rational.

(iii) Unitatile de iegire au functia de integrare:

2N+1

g'(X)= Y hi(w),
k=1

iar functiile de transfer f'(u) = u, i € {1,...,M}. h' sunt functii continue care depind de ¢
gi €.

Ambele abordari prezinta dezavantaje, principalul fiind acela ci sunt rezultate existentiale ce
nu indicd o metoda efectivd de construire a retelei. Pe de altd parte pentru o probleméa concreta,
o retea cu doud sau mai multe nivele ascunse se poate comporta mai bine decat una cu un singur
nivel ascuns, desi rezultatele teoretice asigura faptul ca retelele cu un nivel ascuns sunt aproximatori
universali.

O alta categorie de rezultate teoretice sunt cele referitoare la problema regularizarii. Acestea
reprezinti bazele dezvoltarii retelelor cu functii de transfer de tip radial (radial basis functions”).
Scopul regularizarii este de a transforma problema aproximarii functiilor bazata un set finit de date
dintr-o problema rau pusa intr-una bine-pusa prin impunerea unor proprietati pe care ar trebui sa le
satisfaca functia (de obicei conditii de netezime - in sensul c¢a unor argumente apropiate le corespund
valori apropiate ale functiei). Din punct de vedere intuitiv se poate remarca cd proprietitile de
netezime au efect benefic asupra capacitatii de generalizare. Poggio si Girosi au aratat ca principiile
regularizarii conduc la scheme de aproximare echivalente cu retele cu un singur nivel ascuns, numite
refele de regularizare. Un caz particular al acestora sunt retelele de tipul celor cu functii radiale de
transfer.

Problema invatarii poate fi vazuta ca o probleméa de optimizare ce constd in minimizarea unei
functii de eroare. In cazul retelelor proiectate prin tehnica regularizarii se poate determina in
procesul de invitare atit parametrii cAt si forma functiilor de transfer. In acest caz functionala de
eroare contine doi termeni: unul prin care se urmaéareste obtinerea unei fidelitati cat mai bune si
unul prin care se urméregte satisfacerea cerintelor regularizarii.

2.2 Alegerea arhitecturii

Daca specificul problemei nu impune utilizarea unei anumite arhitecturi atunci se poate opta pentru
o retea constind din: un nivel de intrare, un nivel ascuns si unul de iegire. In ceea ce priveste modul
de conectare a unitéitilor, varianta standard este de a conecta total nivelele vecine. In aceste conditii
singura problemi ce mai trebuie rezolvata este aceea a stabilirii numéarului de unitati de pe fiecare
nivel. La stabilirea dimensiunii (complexitatii) retelei se tine cont de urmatoarele lucruri:

e Nivelele de intrare, respectiv de iesire trebuie sa aiba atatea unitati cite sunt necesare pentru a
reprezenta datele de intrare, respectiv raspunsul retelei. De exemplu, pentru o retea proiectata
sd reprezinte o functie ¢ : RV — RM se utilizeaza N unititi pe nivelul de intrare, respectiv
M pe nivelul de iegire.



e Numarul de unitati ascunse se stabilesc astfel incat reteaua sa fie suficient de complexa pentru
a rezolva problema dar nu mai mult decat este necesar. Stabilirea numarului de unitati ascunse
se bazeaza fie pe rezultatele teoretice referitoare la capacitatea de reprezentare (rezolvare) a
unei anumite arhitecturi, fie pe reguli euristice (de exemplu pentru o retea cu N unitati
de intrare, M unitati de iegire si un nivel ascuns se poate alege pentru acesta dimensiunea:
VMN) fie pe tehnici de adaptare a acestora la problema de rezolvat.

Alegerea arhitecturii nu este o problema simpla intrucat pentru aceeagi problemi pot exista
mai multe arhitecturi care permit rezolvarea ei. O arhitectura adecvata poate simplifica procesul
de invatare si poate asigura o buna capacitate de generalizare.

Ezemplu. Pentru reprezentarea functiei XOR existd cel putin doud arhitecturi diferite (figura 1).
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Figura 1: Arhitecturi pentru reprezentarea functiei XOR

2.3 Functionare

Modul in care reteaua functioneaza depinde functiile de integrare si de transfer ale unitatilor
functionale precum gi de modul de conectare. Pentru o retea cu K nivele functionale (dintre
care K — 1 sunt ascunse), completate cu unitate fictiva (cu exceptia ultimului) pentru modelarea
pragului de activare (vezi fig. 2) semnalul, Y, de iegire pentru un semnal de intrare, X, este:

YE = FR(WEREYWERR=2( L F (W X0) .. )

unde F*(U) = (—l,f{“(u),...,fk,k(u))T pentru k = 1, K — 1 iar FX(U) = (f{((u),,f][\fK(u))T
Operatiile din relatia de mai sus se efectueazi la nivel vectorial, pentru un nivel k, W¥* reprezentand
matricea (Nj linii i Ny_1 coloane) ponderilor conexiunilor citre acel nivel.

Din punct de vedere matematic functionarea retelei consta in compunerea unor transformari
iar din punct de vedere algoritmic poate fi implementata printr-un algoritm iterativ simplu:

Algoritmul de functionare (FORWARD).

Pas 1. Se stabileste semnalul de intrare X° (z) = —1 iar 2% = z; pentru j = 1, Ny) si se determina:

j
N .
Ti= 220 wilj . x?, yt = fi(x}) pentrui =1, Ny.
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Figura 2: Structura unei retele multinivel

k+1 N, k+1 k+1 k+1
+ E] kow + yf, yz+ fk+1($i+ )

pentru i = 1, N; (pentru k < K componenta 0 a vectorului Y'* este -1).

Pas 2. Pentru fiecare k de la 1 la K — 1 se efectueaza: x;

Rezultatul obtinut de retea este interpretat in functie natura problemei. Astfel in cazul unei
probleme de clasificare reteaua se completeazi cu un nivel care determind maximul valorilor obtinute
obtinandu-se, astfel, indicatorul clasei careia 1i apartine vectorul de intrare.

2.4 Procesul de invatare

invét;area presupune adaptarea retelei la problema de rezolvat prin utilizarea informatiilor de care
se dispune despre problema. Se poate desfagura la unul dintre nivelele:

e Ponderile conexiunilor. Este varianta cea mai frecvent folosita. Se presupune ca arhitectura
este fixata si raman de stabilit doar valorile ponderilor.

e (Conexiuni. Prin invatare se ajusteaza nu numai ponderile conexiunilor ci §i conexiunile in
sine care pot fi eliminate sau introduse. Partea fixa a retelei este reprezentata de topologie
(numarul unitatilor si modul de amplasare) iar restul (conexiuni si ponderi) sunt adaptabile.

e Arhitectura. Intreaga arhitectura este ajustabild, prin procesul de invitare addugandu-se sau
elimindndu-se unitati si/sau conexiuni si in acelasi timp determindndu-se ponderile asociate.
Este cea mai flexibila varianta dar conduce la un algoritm complex de invatare.

In cazul problemelor de asociere se dispune de un set de antrenare de forma: {(x Ldh, ..., (XE d")}
unde X! € RY reprezinti data de intrare iar d' reprezinta riaspunsul corect asociat. In aceste condltu
comportarea retelei poate fi apreciata prin intermediul erorii asociate setului de antrenare. Cel mai
frecvent se opteaza pentru utilizarea erorii medii patratice:

1 L 1 NK
EW!',... WK) = - S EW!,... W) unde B(W',..., WF) = 52(615 —yh2 (1)
i=1

cu Y4 vectorul de iesire corespunzitor intririi X*.



Scopul procesului de invitare este determinarea retelei care minimizeaza functia de eroare (1).
In cazul in care adaptarea se referd doar la determinarea ponderilor problema invitarii consta in a
determina parametrii care minimizeaza pe FE.

Determinarea ponderilor prin minimizarea functiei de eroare. In cazul in care functiile de
transfer asociate unitatilor au proprietati matematice suficient de bune (de exemplu sunt continuu
diferentiabile) pentru rezolvarea problemei de minimizare poate fi folositd o metoda de tip gradient.

Pentru a ilustra ideea metodelor de tip gradient consideram problema determinarii lui X* €
D C RN cu proprietatea ci F(X*) < F(X) pentru orice X € D, F fiind o functie definiti pe D si
cu valori reale. Presupunem ci pentru F' se poate calcula gradientul: VF(x) = (855;”), . 8{;;(5) )7
Metoda gradientului simplu este un proces iterativ de aproximare a lui X* care pornegte de la o
aproximatie initiala, X (0), si care se bazeaza pe urmatoarea relatie de recurenta: X (k+1) = X (k)—
n(k)VF(X(k)). Procesul iterativ continud pana cand este satisfacut un criteriu de convergenta de
tipul [|X(k + 1) — X(k)|| < € (cu || - || norma euclidiani gi € > 0 o constantd micd care reflecta
precizia aproximarii).

Acest proces iterativ are proprietatea ca satisface F(X (k+1)) < F(X(k)) fiind astfel o metoda
de descrestere ce utilizeaza ca directie de descrestere directia opusa gradientului, iar ca pas de
descrestere o valoare reald n(k) constanta sau ajustabila.

Structura generala a metodei gradientului este:

Pas 1. Initializare. Se aleg:
aproximatia initiald X (0) € D,
pasul de descregtere (1(0)),
numarul maxim de iteratii (kpqz)
si se initializeazd contorul de iteratii (k = 0).
Pas 2. Ajustare.
REPETA
X(k+1) = X(K) — n(k)VF(X (k)
k=k+1
determina n(k)
PANA CAND || X (k+1) — X (k)| < € sau k > kmax

Pasul de descrestere poate fi ales constant (n(k) = n) sau poate fi determinat la fiecare iteratie.
O modalitate de alegere la fiecare iteratie este cea prin care n(k) este ales astfel incat sa con-
ducd la o descregtere maxima: se alege n*(k) cu proprietatea cd F(X (k) — n*(k)VF(X(k))) <
F(X (k) —n(k)VF(X(k))) pentru orice n(k). Aceasta variantd presupune rezolvarea unei probleme
de minimizare in raport cu n(k).

Metoda gradientului simplu prezentata mai sus este o metoda de minimizare locala in sensul ca
determina punctul de minim local aflat in vecinatatea aproximatiei initiale.

Majoritatea algoritmilor de invitare supervizata bazati pe minimizarea unei functii de eroare
folosesc o metoda de tip gradient astfel ca structura lor generala cuprinde doua etape principale:
initializarea parametrilor gi procesul iterativ de ajustare. In functie de metoda de minimizare aleasi
se poate construi cate un algoritm de invatare. In continuare vom descrie un algoritm pentru
determinarea ponderilor unei retele feedforward folosind metoda gradientului simplu. Este vorba
despre algoritmul BACKPROPAGATION, cel mai raspandit algoritm de antrenare supervizata.

Pentru a deduce relatiile de ajustare vom considera o retea cu un singur nivel ascuns (fig. 3)
si vom indicia elementele vectorilor asociati nivelului de intrare cu j, cele ale vectorilor asociati
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Figura 3: Structura unei retele multinivel

nivelului ascuns cu k iar pentru nivelul de iegire cu . In felul acesta vom omite indicele nivelului la
vectorii X gi Y. Pentru a deduce relatiile de ajustare calculim componentele gradientului functiei
E; (W', W?) prima datd in raport cu componentele w?, ale matricii W? dupi care in raport cu
componentele w,ij ale matricii W!. Reamintim c& y; = f(z;) = f(ZkN;0 w2 yr), i = 1, Ny iar
ye = f(zr) = f(ZNO0 w,%jyj) pentru kK = 1,N; si —1 pentru k& = 0. Componentele y; sunt

j=
determinate de vectorul de intrare. Daca acesta este X!, atunci yy = —1 si Yy = mg pentru
j = 17N0-
Cu aceste notatii, derivatele partiale ale lui Ej(wj, i w?,) pot fi scrise:
OF; (wy, wiy) dyi(wi)
# = —(dj - yi)(;TQZk = —f'(@i)(d} — yi)yr = — Sy (2)
ik ik
cu 8" f' () (d; — 7)-
OB (wh wl) N2 dyi(uw)) vy
g0 ik PNTkG (gl ! 1 pr l
T ==Y o (di —yi) = = [ (@) wif (w)z (i — i) =
Owy; = Owy, i=1
N N2
= —a;f'(r) Y wip [ (@) (df — yi) =~ [ (2r) Y wipd; = —a;6, (3)
i=1 i=1

cu 8, = f'(ax) L5 widl.

Modul de calcul al lui 5§C sugereaza transmiterea prin retea a semnalului de eroare corespunzator
nivelului de iesire (6!) in sens invers celui in care circula semnalele in faza de functionare. Aceasta
analogie st la baza denumirii algoritmului: ” (error) backpropagation”="propagare inapoi (a erorii)”.
Pe baza relatiilor (2) si (3) se deduc relatiile de ajustare corespunzatoare exemplului / din setul de
antrenare (X', d'). Cum eroarea globali, F, se obtine insuméand erorile partiale, F;, ajustarile core-
spunzatoare intregului set de antrenare s-ar obtine prin insumarea celor corespunzatoare fiecarui
exemplu in parte.

Din punctul de vedere al modului de aplicare a ajustarilor in raport cu parcurgerea setului de

antrenare exista doud variante ale algoritmului Backpropagation:



Pas 1. Initializari. Se initializeaz:
matricile W, ..., WX cu valori aleatoare mici (uniform repartizate in (-1,1))
rata de invitare n(0)
toleranta la invatare E*
numérul maxim de epoci de antrenare pp,qx
contorul de epoci p =0
Pas 2. Proces iterativ de ajustare.
REPETA
PENTRU [ =1,L
Etapa FORWARD: pentru X° = X' se aplicd algoritmul FORWARD
Etapa BACKWARD:
67 = fre(a ) (dh —y ), i = TNk
PENTRU k£ = K — 1,1 (propagarea erorii inapoi in retea)
07! = fha) Sl Wl =T
Etapa ajustarii propriu-zise:
wh = wk +n(p)o; 'yt i =T N, j =0, Njp—1, k=LK
Recalcularea erorii:
E=0
PENTRU [ =1,L
Calculeaza Y aplicand din nou algoritmul FORWARD
E = E—I— ||dl _ YK,Z||2
E=E/L
p=p+1
PANA CAND (E < E*) sau (p > Pmaz)-

Figura 4: Algoritmul backpropagation in varianta serial&

e Seriala. (fig. 4) La fiecare iteratie se parcurge intreg setul de antrenare si ajustarile se
opereaza dupa intalnirea fiecarui exemplu. Nu corespunde unei implementari fidele a metodei
gradientului insa prezinta avantajul c& nu trebuie cumulate toate ajustirile inainte de a fi
aplicate.

e Pe blocuri. (fig. 5) La fiecare iteratie se parcurge intreg setul de antrenare, se cumuleazi
toate ajustarile dupa care se aplica efectiv. Provine din aplicarea directa a algoritmului de
minimizare asupra functiei £. Prezinta avantajul ca este mai robust in raport cu eventualele
erori din datele de intrare.

3 Retele cu functii radiale

3.1 Arhitectura si functionare.

Retelele cu functii de transfer radiale, numite si retele de tip RBF (”Radial Basis Functions”)
sunt constituite din N unitati de intrare, K unitati ascunse si M unitati de iesire. Diferenta



Pas 1. Initializari. Se initializeaz:
matricile W, ..., WX cu valori aleatoare mici (uniform repartizate in (-1,1))
rata de invitare n(0)
toleranta la invatare E*
numérul maxim de epoci de antrenare pp,qx
contorul de epoci p =0
Pas 2. Proces iterativ de ajustare.
REPETA
Af; =0 pentru k =1,K, i =1,Ng, j =0, Ny
PENTRU [ =1,L
Etapa FORWARD: pentru X° = X' se aplicd algoritmul FORWARD
Etapa BACKWARD:
617 = frele ) — ), i =T Nk

PENTRU k£ = K — 1,1 (propagarea erorii inapoi in retea)
07! = Sy ) S o, = TN
Cumularea ajustarilor
Al = Al 460y i =T N, j =0, N1, k=T1K
Etapa ajustarii propriu-zise:
w = wf +n(p) AL, i =1,N, j=0,Npy_1, k=1K
Recalcularea erorii:
E=0
PENTRU [ =1,L
Calculeaza Y aplicand din nou algoritmul FORWARD
B =B+ ¢ - Y2
E=E/L
p=p+1
PANA CAND (E < E*) sau (p > Pmaz)-

Figura 5: Algoritmul backpropagation in varianta ”pe blocuri”



dintre retelele feedforward multinivel si cele RBF consta in functiile de integrare si cele de transfer
specifice nivelului ascuns. Semnalul produs de unitatea k aflati pe nivelul ascuns, corespunzitor
unui semnal de intrare X, este:

ye = g (| X — C¥|))

unde C* = (cg1,...,cpn) este vectorul ponderilor conexiunilor citre unitatea ascunsi k numit si
centrul sau prototipul acesteia. Deci functia de integrare asociatd unitatilor ascunse se bazeaza pe
calculul unei distante dintre vectorul de intrare si centrul corespunzator, distanta cea mai frecvent
folosit4 fiind cea euclidiana (|| X — C*||> = 2N, (#; — cx;)?). Functiile de transfer, gi, sunt diferite
de cele sigmoidale, fiind similare functiilor nucleu folosite in teoria aproximarii. Cele mai frecvent
folosite sunt cele caracterizate prin simetrie radiald care au proprietatea de localitate (produc
valori semnificative doar pentru valori mici ale argumentului si tind catre zero in cazul valorilor
mari). Exemple de astfel de functii sunt cea gaussiana (gx(u) = exp(;T“g), cea de tip Cauchy
(ge(u) = 1/(u? + 02)) si gr(u) = 1//(u? + 02). Existd insd si variante de functii radiale a ciror
valoare cregte o data cu distanta fatd de centrul de simetrie (de exemplu g (u) = 7“"2;““2) Spre
deosebire de exemplele anterioare, aceste functii de transfer nu au un caracter local.

Iesirea produsi de retea, pentru un semnal de intrare X € RN este vectorul Y € R avand

componentele:

K
yi = Y wirge(|X — C*||) —wio, i=T,M
k=1

unde W = (wit),_1 g7 este matricea ponderilor conexiunilor dintre nivelul ascuns si cel de
) yv—=

iegire, iar || - || reprezintd norma euclidiana. In continuare vom nota cu z; semnalul produs de catre
unitatea ascunsa, k, adica z;, = gx(]| X — C*||). Se poate folosi si o variants, normalizata, in care z
se calculeaza dupa cum urmeaza:

- _alix—C)
k= K e
Y= g(lX =)

Caracterul de localitate al functiei de transfer face ca fiecare unitate ascunsa sa produca iesiri
semnificative doar pentru semnale de intrare apropiate de centrul corespunzator unitatii. Fiecare
unitate ascunsi reactioneaza doar la semnale provenind din zona care le este asociata, zona nu-
mitd camp receptiv. O buna comportare a retelei se obtine dacd domeniul datelor de intrare este
acoperit de cAmpurile receptive ale unitatilor ascunse. Dimensiunea cadmpurilor receptive depinde
de parametrul o corespunzator. O valoare mare pentru oy induce o dimensiune mare a cAmpului
receptiv pe cand o valoare mica a lui o conduce la un camp receptiv restrans.

Intrucat semnalul de iegire este o combinatie liniara a functiilor de baza, retelele RBF pot
fi incadrate in categoria retelelor neuronale liniare motiv pentru care pot fi dezvoltati algoritmi
de invatare care nu necesitd tehnici de optimizare neliniara ci doar tehnici din algebra liniara.
In felul acesta retelele RBF pot beneficia de rezultate din domeniul modelelor statistice liniare.
Trebuie remarcat insd ca functiile de transfer sunt neliniare, deci retelele RBF nu sunt modele
liniare in raport cu semnalul de intrare ci doar in raport cu cel produs de cétre nivelul ascuns.
Aceasta inseamna ca dacd parametrii asociati functiilor de baza (de exemplu centrii Cy, si largimile
campurilor receptive, o) sunt fixati (nu se modificd in procesul de invatare) modelul este unul
liniar pe cand daca sunt ajustabili atunci modelul este neliniar.

Apropierea dintre retelele neuronale si modelele din statistici este ilustrata de corespondentele
existente intre termenii utilizati in cele doud domenii (fig. 6).
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Retele neuronale Statistica

retea model

invatare estimare

invatare supervizata regresie

generalizare interpolare

set de antrenare observatii

ponderi parametri

intrari variabile independente
iesiri variabile dependente

Figura 6: Corespondente terminologice intre statistica gi retele neuronale [Orr, 1996]

3.2 Capacitatea de reprezentare.

La fel ca si retelele feedforward cu cel putin un nivel ascuns de unitati sigmoidale si retelele RBF
sunt aproximatori universali:

Fie S ¢ RN o multime compactd si ¢ : S — RM o functie continud. Pentru orice € > 0
exista o refea RBF cu N unitafi de intrare, M unitafi de iegire si K unitafi ascunse
astfel incat supycg ||p(X) = Y| <€, Y fiind vectorul de iesire corespunzator vectorului
de intrare X.

Calitatea aproximarii depinde de numérul de unitati ascunse. Diferenta esentiald dintre retelele
feedforward multinivel si cele RBF este data de faptul ca primele realizeaza o aproximare globala iar
celelalte o aproximare locala. Retelele RBF asigura o partitionare a domeniului datelor de intrare
caracterizatd prin faptul ca pentru fiecare zona existd o unitate ascunsa care produce o valoare
semnificativd atunci cand primeste semnale din zona respectiva. Dacéa semnalul de intrare se afli
la frontiera dintre doua zone atunci unitatile ascunse corespunzatoare ambelor zone vor produce
valori semnificative astfel ca raspunsul retelei va fi o medie ponderata a valorilor asociate acestor
unitati ascunse. In felul acesta, reteaua asigura o trecere "neteda” de la o zona la alta.

Retelele RBF pot fi aplicate pentru rezolvarea problemelor de clasificare, de aproximare si
pentru predictie in serii temporale.

3.3 Algoritmi de invatare.

Pornind de la un set de antrenare de forma {(z!,d!),..., (z",d")} o retea RBF poate fi proiectat
si antrenata in unul dintre modurile:

1. Se utilizeaza atatea unitati ascunse cate exemple sunt in setul de antrenare si se fixeaza centrii
corespunzitori astfel incat valorile lor si fie egale cu componentele z* din setul de antrenare.
Parametrii functiilor de transfer (o) se aleg egale cu o valoare prestabilita (de exemplu, 1) sau
in functie de distantele existente intre centrii. Singurii parametri ajustabili ramén coeficietii
combinatiei liniare, w;,, k =1, M, i = 1, L.

2. Dacd numarul de exemple din setul de antrenare este mare atunci se selecteaza K < L
exemple care sunt utilizate pentru a stabili valorile celor K centrii. Ceilalti parametri se pot
determina in maniera specificatd mai sus. In ce priveste selectia celor K centri aceasta se
poate face in unul dintre modurile:
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e Aleator. Este varianta cea mai simpla insi nu tine cont de influenta elementelor selectate
asupra capacitatii de generalizare a retelei.

e Sistematic. Se selecteazd ca centri acele elemente din setul de antrenare care asigura
o descregtere maxima a erorii de generalizare. Pentru a decide cati centri se vor folosi
se utilizeaza metode de selectie a modelelor, specifie statisticii (de exemplu validarea
incrucigata). Pentru a evita reantrenarea retelei pentru fiecare nou centru selectat au
fost dezvoltate diferite tehnici de accelerare bazate pe rezultate din algebra liniara. Un
exemplu il reprezinta algoritmul ”celor mai mici patrate ortogonale” (OLS - orthogonal
least squares).

3. Pentru determinarea centrilor se foloseste un algoritm dinamic de grupare (capabil sa sta-
bileasca gi numarul centrilor). In aceste conditii centrii nu vor fi neparat elemente din setul
de antrenare ci reprezentanti ai acestora.

In continuare sunt trecute in revista cateva dintre particularitatile acestor variante.

3.3.1 Determinarea ponderilor W.

Considerdm ci setul de antrenare este de forma {(X',d')},_77 numarul de centri este K (de reguld
K < L) iar valorile centrilor sunt fixate (obtinute de exemplli prin selectia ca centri a unor exemple
din setul de antrenare). Raméne de determinat valorile ponderile astfel incit reteaua si aiba o
comportare cadt mai buna pe setul de antrenare. Fara a altera rezultatele se poate considera ca
reteaua poseda o singurad unitate de iegire. In acest caz ponderile ciutate pot fi organizate sub
forma unui vector, iar semnalul de iegire ar fi:

K
y'=> wgw 1=1,L,
k=1
unde gz = ¢(|| X! — C*¥||). Suma patratelor erorilor pe setul de antrenare este:

L K
EW) = Z(dl - wkgkl)2
1

=1 k=
iar ponderile ce minimizeaza aceastd suma sunt cele care satisfac aggf) =0 pentru j = 1, K. Dar
OE(W) = K ,
= Z(dl - Z wkgkl)gjla J = 1,K
Ow; =1 k=1

Conditia de anulare a derivatelor partiale este echivalenta cu:

L L K
Y gud =" gi (Z gklwk> ; j=LK
=1 -1 k=1

sau 1n scriere vectoriala:

GTd = (GTG)w
unde
g1 921 --- GK1
G — . . .
gir 92 --- G9KL
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Prin urmare vectorul ponderilor se obtine ca fiind:
W=A"'C"d unde A=G"G

iar suma, pitratelor erorilor este £ = d’ Pd unde d este vectorul constituit din iegirile specificate in
setul de antrenare, iar P este asa-numita matrice de proiectie: P = I7, — GA™'G" cu Iy, matricea
identitate de ordin L.

3.3.2 Selectia sistematica a centrilor.

Daca L este mare, utilizarea tuturor exemplelor pentru a stabili valorile centrilor pe langa faptul
ca este ineficiemtd din punct de vedere computational poate avea influentd negativd si asupra
capacitatii de generalizare a retelei. Ideal ar fi sa se selecteze pentru centri acea submultime din
multimea tuturor exemplelor care asigurd cea mai buna comportare a retelei. Analiza tuturor
submultimilor posibile este costisitoare agsa ca se recurge la diverse tehnici euristice. Una dintre
acestea este aceea a selectiei incrementale a centrilor (”forward selection”). Ideea de bazi este ca
se porneste de la un set vid de centri si se adauga succesiv cate un centru selectat din setul de
antrenare. Selectia fiecirui centru se bazeazd pe criteriul erorii pe setul de antrenare (se alege acel
centru care provoaca cea mai mare descrestere a erorii pe setul de antrenare). Numarul de centri
nu trebuie fixat de la inceput, decizia opririi cresterii nivelului ascuns fiind luatd pe baza unui alt
criteriu. Acest criteriu ofera informatii privind capacitatea de generalizare. Exista diverse masuri
ale capacitatii de generalizare. Una dintre cele mai simple este cea bazata pe tehnica validarii
incrucigate (”cross-validation”): setul de antrenare se descompune in doud subseturi distincte, unul
utilizat efectiv pentru antrenare iar celalalt pentru testare. Cu cit eroarea pe setul de testare este
mai micd cu atdt comportarea retelei este mai buné. Pentru a evita influenta modului de construire
a setului de testare se construiesc succesiv mai multe seturi de testare iar erorile corespunzatoare
acestora se cumuleaza. Una dintre cele mai simple variante este de a considera setul de testare
constituit dintr-un singur element (tehnica LOO - ”leave one out”), generand in felul acesta L
seturi de antrenare/testare distincte. Decizia de a stopa adiugarea de centri se ia in momentul in
care eroarea cumulatd pe seturile de testare incepe sa creasca (aceasta sugereazi cd adaugarea mai
multor centre ar altera capacitatea de generalizare a retelei).

Aceasta tehnica incrementali este folosita si pentru retelele feedforward arbitrare, insd in cazul
retelelor RBF exista marele avantaj al faptului ca la adaugarea unui centru sau la extragerea unui
element din setul de antrenare (pentru a estima capacitatea de generalizare prin LOO) nu este
necesara reantrenarea retelei ci se pot folosi nigte relatii de recurenta care leaga intre ele matricile
implicate in estimarea parametrilor W (matricile G, A, P). In felul acesta numirul calculelor
efectuate este redus considerabil.

Procedura poate fi acceleratd prin descompunerea matricii G intr-un produs intre o matrice or-
togonala si una triunghiulara evitandu-se calculul inversei matricii A si simplificind astfel calculele.
Aceasta metoda este cunsocutd sub numele de OLS - ”orthogonal least squares”.

3.3.3 Determinarea centrilor folosind tehnici de grupare.

Problematica grupirii este urméitoarea: se dau L vectori X', X2, ..., X" &i se pune problema
amplasarii lor in K < L clase (grupe sau clusteri) astfel incat elementele aflate intr-o clasa sa
fie mai apropiate intre ele decat cele aflate in clase diferite. Notiunea de apropiere se stabileste
pornind de la criteriul ce a stat la baza gruparii. Un astfel de criteriu il poate reprezenta distanta
euclidiana.
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In rezolvarea unei probleme de grupare pot interveni doua situatii: numarul de clase, K, este
cunoscut, respectiv este necunoscut.

Un algoritm simplu de grupare, bazat pe cunoasterea numarului de clase, este algoritmul medi-
ilor bazat pe ideea ca centrul (prototipul) unei clase poate fi reprezentat de media aritmetica a
elementelor clasei, iar afectarea unui vector la o clasa sau alta se face pe criteriul distantei minime

(fig. 7).

Se initializeaza centrele C', C?, ..., CK cu vectori selectati aleator din setul de antrenare.
REPEAT
Construirea claselor: fiecare vector X' este afectat clasei wy, care verifici:
d(X!,c%) <d(Xx',C"), pentruoriceic {1,...,K} d fiind distanta euclidians
Recalcularea centrelor: pentru fiecare clasa wy, se recalculeaza centrul:
cho Lt X, k=1K.
card wy Xew

UNTIL este indeplinit un criteriu de oprire.

Figura 7: Algoritm de grupare. Metoda K-mediilor

Observatii.

1. Algoritmul este oprit fie cdnd la ultima parcurgere clasele nu s-au modificat fie cand s-au efectuat
un numar mare de iteratii.

2. Prin acest algoritm se pot alege ca prototipuri vectori ce nu fac parte din setul initial de
antrenare.

3. Algoritmul mediilor conduce la determinarea acelor centri care minimizeaz

K
>N d(x,C).
k=1 X€cwy,

Daca numarul de clase nu este cunoscut se poate folosi un algoritm bazat pe principiul competitiei
(vezi fig. 8 in care numarul claselor este initializat cu o valoare mica si ulterior este marit daca
este cazul. De exemplu, daca un vector de intrare din setul de antrenare nu face parte din campul
receptiv al nici unei unitati ascunse atunci se adauga o noua unitate avand centrul determinat chiar
de vectorul de intrare.

Valoarea parametrului ¢ influenteazd modul de partitionare a domeniului datelor de intrare.
Valori mici ale lui ¢ favorizeaza partitionarea domeniului de intrare in multe zone, pe cand valori
mai mari ale lui § conduce la stabilirea a mai putine centre. Valoarea 7; controleazi marimea
ajustarii parametrilor cg;. Cand devine suficient de mica, ajustarea este neglijabild si algoritmul
poate fi stopat. Descregterea ratei 7, trebuie sa fie lentd pentru a nu provoca oprirea algoritmului
inaintea ajustarii suficiente a centrilor.
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Initializari:
Se stabileste numarul initial de centre, K.
Se initializeaza valorile centrelor cu elemente selectate aleator din setul de antrenare.
Se initializeaza indicatorul de iteratie, ¢ = 1 si rata de invatare, n; € (0, 1).
REPEAT
FOR | = 1, L se efectueazi
se determind k* € {1,..., K} cu || X! — C¥'|| = min, | X! — C¥|;
IF || X! — C*"|| < § THEN C*¥" = C*" 4 ny(X! — CF)
ELSE se adaugi o noui unitate ascunsi: K = K + 1 i CK+1 = X!
Incrementeaza indicatorul de iteratie, t =t + 1
Determina noud valoare 7, a ratei de invatare, n, = not~ %, a € (0, 1].
UNTIL ¢ > tyar saun: < €

Figura 8: Algoritm de determinare a centrilor bazat pe un proces de competitie
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