Rezolvarea problemelor de optimizare cu retele neuronale
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Ideea utilizarii retelelor neuronale in rezolvarea problemelor de optimizare dificile (din clasa
celor NP-complete) a fost sugeratd prima oarad de citre Hopfield si Tank in 1985. Ei au demonstrat
ca problema comis voiajorului (TSP - ”Travelling Salesman Problem”) poate fi rezolvata utilizand
o retea total interconectatd (ulterior retelele cu o astfel de arhitecturd au fost denumite generic
ca modele Hopfield). Desi abordarea neuronald a problemelor de optimizare permite, in general,
obtinerea doar a unei solutii sub-optimale si unele implementiri sunt mai putin eficiente decat
unele metode meta-euristice ("simulated annealing”, algoritmi genetici, "tabu search” etc.) este
important faptul ca ofera o cale alternativa de rezolvare ce conduce la posibilitatea proiectarii unor
sisteme hard dedicate.

O alta abordare neuronald a problemelor de optimizare de tipul TSP o reprezintd reteaua
de tip Kohonen cu auto-organizare, cunoscutd sub denumirea de refea elastica (”elastic net”).
Se bazeaza pe ideea ca nodurile (oragele) problemei sunt amplasate intr-un plan iar ”distantele”
dintre ele sunt reprezentate chiar de distanta euclidiana. Reteaua are o arhitectura de tip Kohonen
unidimensionald, unitatile fiind amplasate in nodurile unei grile circulare. Prin procesul clasic
de auto-organizare de tip Kohonen se ajunge ca ”inelul” unitatilor sa "treaca” prin sau cat mai
aproape de pozitiile oragelor pastrand lungimea traseului cit mai mica.

1 Caracteristicile modelului Hopfield

Arhitectura. Modelul Hopfield este o retea constituitd din N unitati total interconectate, in care
fiecare unitate joaca simultan rol de unitate de intrare si de iesire (vezi fig. 1). El poate fi utilizat
atat pentru simularea memoriilor asociative (sisteme dinamice ce permit stocarea informatiilor prin
intermediul parametrilor lor si regasirea acestora pornind de la exemplare incomplete sau afectate
de zgomot) cat si pentru rezolvarea problemelor de optimizare combinatoriala. In continuare ne
referim doar la al doilea tip de aplicatie.

Functionare. Pentru a descrie relatiile de functionare ale retelei pentru fiecare neuron ¢ vom folosi
urmatoarele notatii:

e z;(t) - potentialul neuronului la momentul ¢ (suma ponderatd a semnalelor provenite de la
celelalte unitati);

e y;(t) = fi(z;i(t)) - semnalul de iesire produs de neuron (f; este functia de activare);
e [;(t) - semnal de intrare primit din partea mediului;

e w;;j - ponderea conexiunii dintre unitatea j si unitatea 7. Ansamblul tuturor ponderilor

formeazd o matrice patratica W = (wij), 75 -7~
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Figura 1: Arhitectura modelului Hopfield

Intrucat in majoritatea aplicatiilor toate unititile au acelasi tip de functie de activare vom
considera ci f; = f pentru ¢« = 1, N. Prezenta conexiunilor inverse face ca semnalul produs
de catre o unitate si revina direct (prin bucle) sau indirect (transformat prin intermediul altor
unitati) la unitatea de la care a pornit. Din acest motiv functionarea consta de fapt in evolutia
starii retelei paAnd in momentul atingerii unei stari stationare (care va fi interpretatd ca raspunsul
retelei). Orice retea recurenta poate fi modelata printr-un sistem dinamic a carui evolutie poate fi
descrisa in timp discret (prin intermediul unui sistem de ecuatii cu diferente - relatii de recurent)
sau in timp continuu (prin intermediul unui sistem de ecuatii diferentiale).

Evolutie in timp discret. Este adecvata situatiei in care reteaua va fi simulatad soft. Sa consideram
cd la un moment dat ¢, starea retelei este determinatd de catre vectorul Y (¢) = (y1(t),...,yn(t))
al semnalelor pe care le produc unitatile. Exista doua strategii de modificare a starii retelei:

e Asincrond. La un moment dat o singurd unitate (i*) isi schimba starea, astfel ca evolutia
starii retelei poate fi descrisa de:

N . .
{ yi(t+1)=f (Ejzl wi;y;(t) + Ii(t)) i=1* (1)

yi(t +1) = wi(t) LA
Alegerea unitatii i* se poate efectua intr-o maniera aleatoare (prin selectie fira revenire a
unui indice din {1,..., N}) sau intr-o maniera secventiala (prima data se selecteaza unitatea

1, dupa aceea unitatea 2 g.a.m.d).

e Sincrond. Unitatile isi schimba simultan starea:

N
yit +1) = f{ Y wiy;(t) + L(t) |, i=1,N (2)
7j=1

O astfel de evolutie poate fi implementatd cu usurinti in paralel.

Pentru a putea implementa functionarea retelei, relatiile (1) si (2) trebuie completate cu starea
initiald (Y (0) = Y°) si cu o conditie de oprire de tipul ||Y (¢ +1) — Y ()| < € (|| - || reprezinti o
norma in RV iar e > 0 este o misuri a erorii apriori acceptata pentru aproximarea punctului fiz al
procesului iterativ).



Evolutie in timp continuu. Este adecvata situatiei in care reteaua va fi implementata hard. In
implementarea prin circuite electrice fiecare unitate este realizata dintr-un circuit care contine un
amplificator (modeleaza functia de transfer, f) precum si un rezistor (r;) conectat in paralel cu
un condensator (C;) (vezi figura 2). Starea fiecdrei unititi, z;, reprezintd tensiunea de intrare,
iar y; reprezinta tensiunea de iegire din amplificator. Unitatea i este conectatd cu unitatea j prin
intermediul unui rezistor, a carui rezistenta, R;;, determind ponderea conexiunii.
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Figura 2: Circuit pentru implementarea unei unitati si a conexiunii cu alte unitati [2]

Cu aceste notatii ecuatiile circuitului pot fi scrise:

dxz;(t N '
7 dt( ) i) + S wyf (e (0) + T0),  i=T.N )
j=1
N
unde 7; = R;C;, 1/R; = 1/ri + Z 1/R;; si wij = R;/R;;. Pentru a simplifica relatiile se considera
i=1

ca T, = 1.

In ambele variante, pentru a putea determina raspunsul retelei (astfel incat reteaua si poata
rezolva o sarcini computationald) este necesar ca procesul de evolutie sa se stabilizeze intr-o stare
stationara , X = (z1,...,xN), care verifica

N
j=1
Daci se considera ca starea retelei este reprezentata de vectorul semnalelor de iesire, Y = (y1,...,yn)

atunci starea stationara verifica

N
yi = FO_ wiy; + L),
=1

I
E

(5)



Problema care apare este de a stabili in ce conditii reteaua evolueaza catre o stare stationara si
cum este influentat acest lucru de starea initiald. In domeniul sistemelor dinamice probleme de
acest tip sunt abordate utilizdnd metoda Liapunov.

2 Proprietati de stabilitate gi functii Liapunov

Comportarea unei retele recurente, descrisd prin evolutia starii sale (de exemplu X (t)) se poate
incadra intr-un dintre situatiile:

e X(t) tinde catre o stare stationara X* (numita si punct fiz al dinamicii retelei).

o

e X(t) oscileazd permanent intre doud sau mai multe stari posibile (comportare periodica)
e | X (¢)|| devine din ce in ce mai mare pe masura ce ¢ creste.
e X (t) are o comportare haotica.

Comportarea cea mai utili, atat din perspectiva utilizirii ca memorii asociative cat si pentru
a rezolva probleme de optimizare este cea corespunzatoare primei situatii. Din punct de vedere
practic o proprietate utila a starii stationare X* este cea de asimptotic stabilitate. Din punct de
vedere intuitiv, proprietatea de stabilitate poate fi ilustrata prin starea de echilibru a unei bile aflata
pe o suprafatd convexa (stare asimptotic stabila), orizontald (stare stabila) respectiv concava (stare
instabila) (vezi figura 3).
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Figura 3: Proprietatea de stabilitate a unui punct de echilibru

Pentru a defini formal aceste notiuni si consideram un sistem descris prin

N CONEY )
dt

iar X* = F(X*) un punct fix al acestuia. Pentru sistemul (6) completat cu o conditie initiald

X(0) = XY vom nota prin X (¢; X°) unica solutie ce corespunde conditiei. Asimptotic stabilitatea

consta din doua proprietati:

Stabilitate:

X* este stabild daci pentru orice € > 0 existd d(e) > 0 astfel incit pentru orice X° cu
[ X% — X*|| < § are loc || X (t; X°) — X*|| < € pentru orice ¢ > 0.

Atractivitate:

X* este atractiva daca existd 0 > 0 astfel incat pentru orice X° cu || X° — X*|| < § are
loc limy_y0 X (; X0) = X*.



Multimea A(X*) = {X°|lim; 00 X (t; X°) = X*} se numeste regiune de atractie a lui X*. Daci
A(X*) = RN atunci X* este global atractivd (daci are si proprietatea de stabilitate este global
asimptotic stabila) altfel este local atractiva (respectiv local asimptotic stabila). Global asimpotic
stabilitatea este o proprietate utila in cazul problemelor de optimizare pe cand local asimptotic
stabilitatea este utila in modelarea prin retele recurente a memoriilor asociative.

Verificarea proprietatilor de asimptotic stabilitate pe baza definitiilor este dificila cand solutia
nu este cunoscuta explicit (cum este cazul retelelor neuronale). In acest caz un instrument util este
metoda lui Liapunov la baza careia sta urmatoarea teorema.

Teorema de stabilitate a lui Liapunov. Daci existd o functie V : RV — R marginita

dV (X (t))
dt

X*, alui (6) este asimptotic stabil.

inferior astfel incat < 0 pentru orice ¢ > 0 atunci orice solutie stationara,

Functia V' se numegte functie Liapunov si este intr-un fel analoaga notiunii de energie din fizica,
in sensul cd X* este un punct de minim al lui V iar o pozitie de echilibru stabil (vezi figura 3) are
asociata o energie minima.

Din perspectiva utilizarii retelelor neuronale pentru rezolvarea problemelor de optimizare relevanta
rezultatului de mai sus este urmatoarea: punctele de minim ale lui V' sunt solutii stationare asimp-
totic stabile ale lui (6), ceea ce inseamni ca starea sistemului tinde in mod natural citre ele. In felul
acesta problema determinarii minimelor lui V' poate fi rezolvata lasand sistemul sa se stabilizeze
(s& se apropie de starea stationara).

Problema care apare, insa, este cd Teorema de stabilitate a lui Liapunov nu asigura faptul
ca starile stationare sunt singurele solutii asimptotic stabile ale lui (6) existand posibilitatea ca
sistemul sd posede, de exemplu, solutii asimptotic stabile periodice. Aceasta inseamna ci nu am
avea garantia cd sistemul evolueazi catre ceea ce dorim. Aceastd dificultate poate fi rezolvata
utilizdnd un alt rezultat teoretic, Principiul de invarianta al lui LaSalle.

Pentru a enunta principiul vom considera urmétoarele definitii:

Functie Liapunov in G C R™. O functie continuu diferentiabilda V : R” — R se numeste
functie Liapunov in G pentru (6) daci derivata ei in virtutea sistemului

dv(X) " (VV (X)) F(X)
are semn constant pe G.

Multime invarianta. O multime A C R™ se numeste invarianta in raport cu (6) daca
pentru orice conditie initiald X° € A solutia corespunzitoare, X (t; X°) rimane in A
(X (t; X°) € A pentru orice t > 0).

Principiul de invariantd al lui LaSalle. Daca V este o functie Liapunov pentru (6) in
G atunci orice solutie X (£; X°) care rimane in G fie devine nemarginita, fie tinde citre
cea mai mare multime invarianta inclusi in Z = {X € G|dV(X) = 0}, unde G este
inchiderea lui G.

Rezultatele de mai sus au corespondent si pentru sistemele discrete de forma:
X(t+1)=-X) + F(X(t))

diferenta principald fiind data de faptul cd derivata functiei Liapunov este inlocuita cu o diferenti
de forma: V(X (¢t + 1)) — V(X (%)).
Principalele rezultate privind existenta functiilor Liapunov pentru retele neuronale sunt:



Functie Liapunov pentru retele cu dinamica discretda asincronda (1). Daca w;; = wj;
pentru orice i # j, w;; = 0 pentru orice 7 si f este functia signum (cu valori in {—1,1})
sau Heaviside (cu valori in {0,1}) iar semnalul de intrare este constant (I;(¢) = I;)
atunci

| N N

V(.. yn) = —3 > wiyiy; — _yili (7)
ij=1 i=1

este functie Liapunov pentru (1), singurele solutii asimptotic stabile fiind punctele

stationare.

Functie Liapunov pentru retele cu dinamica continua (3). Daca w;; = wj; pentru orice
i # j, 7, = 1 pentru orice ¢, f este functie diferentiabild strict crescitoare, iar semnalul
de intrare este constant (I;(t) = I;) atunci

1 X N N o rfzi) 1
Vior.oon) = =3 3 wf@)fe) =3 f@h+ Y [ @ ©)
1 i=1

ij=1 i

este functie Liapunov pentru (3), iar singurele solutii asimptotic stabile sunt punctele
stationare.

3 Exemple de probleme de optimizare rezolvabile cu retele neu-
ronale

Problema comis voiajorului. Se considerd n orasge si un comis voiajor care trebuie si le viziteze
pe toate, trecand o singura prin fiecare orag. Se pune problema determinarii unui circuit de cost cat
mai mic (costul total al circuitului este determinat de suma costurilor trecerii de la un orag la altul).
Aceasta formulare intuitivd corespunde de fapt problemei determinarii unui circuit hamiltonian de
cost minim intr-un graf etichetat. Aplicatii practice ale acestei probleme formale sunt: planifi-
carea traseelor intr-o firma de mesajerie, stabilirea deplasarilor unui brat de robot sau proiectarea
automata a circuitelor integrate.

Dacéa oragele sunt numerotate de la 1 la n, o solutie a problemei este de fapt o permutare de
ordin n. Doud solutii care pot fi obtinute una din alta prin transformari circulare nu sunt de fapt
distincte. Pentru a avea o singura reprezentare a unui traseu este suficient si se fixeze orasul de
pornire. Daca acesta este fixat si nu are importanta sensul de parcurgere a oraselor numarul de
trasee distincte este (n — 1)!/2. O abordare exhaustiva iese din discutie pentru valori mari ale lui
n.

Pentru a pregiti rezolvarea problemei cu retele neuronale vom folosi pentru specificarea unui
traseu o matrice, Y = (y”)z:ﬁ =T Cun linii si » coloane. Fiecare linie corespunde unui orag, iar
fiecare coloand unei etape a traseului. Pe fiecare linie gi pe fiecare coloana se afla o singura valoare
egala cu 1 celelalte fiind egale cu 0. Daca y;; = 1 atunci prin orasul 7 s-a trecut in etapa j. Pentru
primul traseu din figura 4 matricea asociata este:

OO OO
OO O = O
OO = OO
_ o o O O
o= O O O



1 20 1 20
30 30
5 5
40 A0
Traseu(1,2,3,5,4)00 Traseu(1,2,3,4,5)00

Figura 4: Trasee in problema comis voiajorului

in timp ce pentru al doilea matricea asociatd este diagonala (matricea identitate).
Cu notatiile de mai sus problema revine la a determina configuratia Y care satisface restrictiile:

2
n
Z Z yij—1] =0 fiecare oras i este vizitat o singurd data (9)
i=1 \j=1
n 2
Z (Z Ujj — > =0 in fiecare etapa j este vizitat un singur orag (10)
j=1

si minimizeaza functia de cost

C(Y) Xn: Zn: Zn:czkym yk] 1+ Yk ]-I—l) (11)

1=1 k=1,k#ij=1

unde c¢; este costul trecerii de la oragul 7 la orasul k iar indicele j ia valori in {1,...,n} intr-o
maniera circulard (dacd j =1 atunci j — 1 = n iar dacd j = n atunci j + 1 = 1).

Problema alocarii resurselor. Se considerd o multime de n locatii care trebuie afectate la
m concentratoare. Problema constd in gasirea unei afectari a locatiilor la concentratoare astfel
incadt sd fie minimizat costul total si sd nu fie depasitd capacitatea nici unui concentrator. De
exemplu, locatiile pot reprezenta clienti (terminale), concentratoarele pot reprezenta servere (magini
gazda) iar costul conexiunii intre locatia ¢ si concentratorul j poate fi distanta d;; dintre cele doua.
Problema de optimizare enuntatd mai sus este una cu restrictii, acestea fiind:

(a) Fiecare locatie i € {1,...,n} este conectatd la un singur concentrator.

(b) Fiecare concentrator j € {1,...,m} este conectat la maxim c; locatii (c; este numita capaci-
tatea concentratorului j).

Sa consideram pentru fiecare conexiune posibila o variabila binara y;; € {0,1}, definita astfel:

) 1 dacd i este conectat la j
Y=Y 0 dacd i nu este conectat la J
Daca costul afectarii locatiei 4 la concentratorul j este p;; atunci costul total al unei afectari este:

m
Z YijDij-

1j=1

T =

n
1=



Problema este sa se determine mn valori y;; € {0, 1} astfel incat restrictiile (a) si (b) sa fie satisfacute
si costul total T s& fie minimizat. Evident, existd m™ afectiri posibile care satisfac (a) (numarul
functiilor definite pe {1,...,n} cu valori in {1,...,m}) deci tehnicile de cautare exhaustiva sunt
nepractice daca m si n au valori mari.

4 Formularea neuronala a problemelor de optimizare

Ideea de bazd in minimizarea unei functii obiectiv este de a proiecta o retea de tip Hopfield (se aleg
functiile de transfer adecvate, ponderile conexiunilor si semnalele de intrare) astfel incat functia
Liapunov asociatd retelei si coincidd cu functia obiectiv. In felul acesta dinamica retelei va conduce
in mod natural catre un punct de minim al functiei obiectiv.

S& consideram cazul mai general al unei probleme de minimizare cu restrictii. Presupunem ca
functia obiectiv este C' : DV — R cu D o multime finita (de exemplu, D = {0,1}) iar variabilele
Y1,..., YN verifica restrictiile

Ri(y1,...,yn) =0,  ke{l,...,r}

cu Ry : D™ — R functii nenegative.

Pentru a o rezolva cu ajutorul retelelor neuronale, problema trebuie formulatd ca una fara
restrictii. Pentru aceasta se poate folosi metoda penalizarii prin care se construieste functia obiec-
tiv ca o combinatie liniard a functiei obiectiv initiale si a functiilor Ry care definesc restrictiile.
Coeficientii combinatiei liniare se aleg astfel incat sa reflecte importanta satisfacerii fiecarei restrictii
in raport cu optimizarea functiei obiectiv. Astfel se construieste

r
C*(yl,...,yN):aC(yl,...,yN)—i—Zbka(yl,...,yN), a>0, b>0. (12)
k=1

Pentru a determina parametrii retelei se reorganizeaza (12) sub forma unei functii Liapunov
(7) si se procedeaza la identificarea coeficientilor termenilor de acelasi tip. Acest lucru este posibil
doar pentru problemele de optimizare in care functia obiectiv si restrictiile contin termeni de grad
cel mult doi.

Astfel prin rescrieri de forma,

1 & N
C(yla"'ayN) :_5 Z w;]yly]_z:[zo ]yia
ig=1 i=1

1 N
Rk(yla---ayN):_§ Z wijiyj—ZIfyi, k=1,r
ij=1 i=1

parametrii retelei vor fi obtinuti prin identificare:

r
— o207 k
k=1

r
I =aI + 3 b I
k=1

Proiectarea retelei pentru problema comis voiajorului. Se va utiliza o retea cu N = n?

unitati de tip Heaviside. Functia obtinuta prin introducerea restrictiilor este:



c*(Y) = B o> Z cikYij (Yk,j—1 + Yrj1) + 3 > Zyz] + (Z Yij — 1)
1 1 \i=1

i=1 k=1,k#ij=1 i=1 j=

Identificand C* (fara termenul liber) cu

1 n n n n n n
Y)= —5 SO wi iy — > > viglij- (14)
=1 j=Lk=11=1

i=1j=1

se obtin parametrii retelei:

wijkl = —aCik(01,j—1 + 01 j41) — b(0sk + 051 + 03k 1)
Iij = 2b,

cu 0;; = 1 daca si numai daca 7 = j, in celelalte situatii fiind 0. Daca c;; = c; pentru orice 7 # k
rezultd ca w;jr = wgi;j, adicd sunt satisfacute ipotezele teoremei de stabilitate.

Proiectarea retelei pentru problema alocarii resurselor. Sa consideram cazul cand toate
concentratoarele au aceeagi capacitate, ¢; = ¢, j € {1,...,m}. In acest caz vom utiliza N =
(n + ¢) * m unitati total interconectate, fiecare avand functia Heaviside (f(u) = 1 daca u > 0 iar
f(u) =0 pentru v < 0). Pentru a fi mai clar modul de interpretare a iesirilor produse de unitati le
vom organiza intr-un tabel bidimensional (o matrice cu (n + ¢) linii si m coloane). Astfel, fiecare
unitate va fi identificata printr-un cuplu (4,7) iar ponderea conexiunii dintre (k1) si (4,7) va fi
notatd cu wjj . Semnificatia unitétilor este:

e Pentru ¢ < n, unitatea (7,7) (apartinand liniei 4 gi coloanei j) reprezinta ipoteza: ”locatia i
este asignata concentratorului j”. Daca notam cu y;; € {0,1} valoarea produsa de unitatea
(1,7), o valoare egald cu 1 implica faptul ci ipoteza de mai sus este adevarata, iar o valoare
egala cu 0 faptul ca este falsa.

e Unitatile de pe liniile (n 4+ 1) ... (n + ¢) sunt unitati aditionale care au fost introduse pentru
a permite restrictiei (b) sa fie exprimata printr-o egalitate: pe fiecare coloana se afld exact ¢
unitati avand iegirea egala cu 1.

Dinamica retelei prezentatd mai sus poate fi descrisa prin:

n+c m

yzy t+ 1 Zzwz] klyk:l +IZ])
k=11=1

unde [;; specifica semnalul de intrare primit de unitatea (4, 7).
Daca conexiunile dintre unitati sunt simetrice (wij,kl = wkl,ij) si f este functia Heaviside, atunci
rezulta ca functia Liapunov asociata sistemului este de forma:

n+c m n+c m n+c m
=—3 Z Z Z Z Wij k1Yij Ykl — Z Z Yijlij- (15)
2 s e v i=1j=1

Pe de alta parte, problema de optimizare cu restrictii poate fi rescrisia ca o problema de opti-
mizare fara restrictii introducand functia obiectiv:



V(YY) = azn: iyijpij + by i(i yij — 1)+

i=17=1 =1 j=1
m n+c
+b2 > () yij —¢)? (16)
7=1 =1

Semnificatia celor trei termeni din relatia (16) este:
e Primul termen este chiar costul asignarii.

e Valoarea celui de-al doilea termen este minima cand restrictia (a) este satisfacuta: fiecare
locatie este conectatd la un singur concentrator (suma iegirilor produse de unitétile aflate pe
o linie este 1). Contine doar valorile de iegire produse de unitatile efective.

e Valoarea celui de-al treilea termen este minima numai atunci cand fiecarui concentrator i se
asociaza, cel mult ¢ locatii (suma iegirilor produse de toate unititile de pe o coloana, inclusiv
cele aditionale este c).

Parametrii retelei (wj;x, [;;) pot fi determinati prin identificare intre relatiile (15) si (16). In
urma calculelor se obtine:
(1—8. (11— adj(1—0ik) ;
P bidi (1= 0) +badje(1 — b)) + S50 i <nsih <n
0 1>nsauk>n

si

I — 2c 1<n
Y] 2¢—1 i>n

5 Problema minimelor locale si particularitatile variantelor sto-
hastice

Derivand formal (7) (fard a tine cont ca variabilele iau valori discrete) in raport cu cate o variabild
se observa ci (1) este de fapt un proces iterativ de tip gradient asociat functiei obiectiv (7).

Din acest motiv una dintre principalele probleme a dinamicilor de tipul (1) si (2) este faptul
cd se blocheazd in minime locale (solutii sub-optimale ce pot fi neacceptabile). O modificare a
dinamicii care conduce la ”"evadarea” din minimele locale consta in introducerea unor perturbatii
aleatoare. Acest lucru poate fi realizat prin inlocuirea unitdtilor cu functionare deterministd cu
unitati cu functionare aleatoare. De exemplu o unitate cu valori in {0, 1} poate fi inlocuitd cu una
caracterizatd prin distributia de probabilitate:

1 1
" 1+ exp(—fzi) Py =0) = 7 + exp(Bz;)’

unde z; reprezinta semnalul de intrare in unitate (obtinut prin cumularea ponderata a semnalelor
de iegire de la toate unitatile) iar 3 este un parametru care controleazi forma distributiei de
probabilitate. O interpretare specificad i se poate da lui T' = 1/, considerat a fi o "pseudo-
temperaturd”. Dacd = 0 (T = oo) atunci unitatea produce 1 sau 0 cu probabilitatea 0.5 (fara
a mai conta valoarea semnalului de intrare). Corespunde situatiei de ”agitatie termicid” prezenta
intr-un sistem de particule aflat la o temperaturd foarte mare. Dacd 8 — oo (T = 0) atunci y; = 1

P(yi=1) =0 (17)
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daca z; > 0 5i y; = 0 daca z; < 0 adica o comportare similara unitatilor deterministe cu functie de
transfer de tip Heaviside.
Valoarea medie a variabilei aleatoare y; poate fi exprimata in functie de z; prin

1

M(yz-)=1-P(yi=1)+0'P(yz'=0)=m

(18)
adica o functie de transfer de tip logistic. Cu cat 3 este mai mare cu atat functia logistica se apropie
mai mult de functia Heaviside. Intr-o manierd similar se pot defini unitati aleatoare ce iau valori
in {—1,1}, caz in care prin medierea semnalului de iegire se ajunge la o functie de transfer de tip
tangentd hiperbolica (f(z) = (exp(26z) — 1)/(exp(20z) + 1)).

In cazul retelelor cu unitati aleatoare se poate cel mult determina distributia de probabilitate
stationari. Pentru o retea cu unitati de tipul (17) si strategie asincrona de activare se poate ariata
ca distributia stationara este de forma:

1
P(Y) = — exp(=6V(Y)) (19)
unde Z este o constantd de normalizare, iar V este datd de (7). Relatia (19) sugereaza ci in
starea de ”echilibru” minimelor lui V' le corespunde probabilitatea cea mai mare. O modalitate de
implementare a dinamicii aleatoare este descrisa in figura 5.

Initializari: t =0, y; = rand(0,1), i =1, N
Proces iterativ:
REPETA
Selecteaza i* (i* = rand({1,2,...,N}))
Calculeaza P = 1/(1 + exp(—f 3 ; wi-jy;j + I;-))
Genereaza r = rand(0, 1)
DACA r < P ATUNCI y;« = 1 ALTFEL y;- =0
Incrementeaza contorul procesului iterativ: ¢t = ¢+ 1
PANA CAND este satisfacut un criteriu de oprire (de exemplu t > taz)

Figura 5: Simularea unei retele cu dinamica aleatoare (3 constant)

O problema delicata este alegerea lui G:

e O valoare prea mica corespunde unei comportari aleatoare necontrolatd (are avantajul ca
permite evadarea din punctele de minim local insa nu asigura stabilizarea algoritmului intr-
un minim cici toate configuratiile au aceeasi probabilitate).

e O valoare prea mare apropie dinamica de cea determinista astfel ca sistemul poate sa ramana
blocat in minime locale.

O solutie naturald pare a fi modificarea lui 8 pe parcursul algoritmului: o valoare initiala mica
urmati de o mérire in cadrul procesului iterativ. Folosind analogia fizica o astfel de modificare a lui
(G corespunde aplicarii unui ”tratament termic” in care initial sistemul este adus la o temperatura
ridicata dupa care este racit treptat. Este ideea de baza a algoritmilor ce simuleaza tratamente
termice (”simulated annealing”). R&maéane deocamdatid deschisd problema alegerii strategiei de
"racire” (”cooling schedule”). O strategie posibild de modificare a lui 3 este 3(t) = In(t + 1).
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Desi permite evitarea minimelor locale, dinamica aleatoare are dezavantajul de a fi lenta. O
solutie o reprezinta inlocuirea unitatilor aleatoare cu variantele lor ”mediate”, unititi cu functii de
transfer de tip logistic (sau tanh). Transformarea dinamicii aleatoare in varianta sa "mediata” se
bazeazi pe o teorie ("mean field theory”) in ale carei detalii nu intram (vezi [2]). Din punct de
vedere al implementarii, diferentele sunt ilustrate in figura 6.

Initializari: t =0, B(0) = 8°, y; = rand(0,1), i = 1, N
Proces iterativ:
REPETA
Selecteaza i* (i* = rand({1,2,...,N}))
Calculeazd y;« = 1/(1 + exp(—8 3, wijy; + I;+))
Incrementeaza contorul procesului iterativ: ¢t = ¢+ 1
Calculeaza noua valoare a lui 3(t)
PANA CAND este satisfacut un criteriu de oprire (de exemplu B(t) > Bmaz)

Figura 6: Simularea unei retele cu dinamica mediata (3 variabil) - "Mean Field Annealing”

Din punct de vedere intuitiv, varianta continua permite urmarea unei traiectorii in [0, 1] cu
scopul final de a se apropia de un "varf” al hipercubului. In felul acesta pot fi giisite ”scurtituri”
citre solutie in loc de a urma o traiectorie in {0,1}".

In momentul in care procesul iterativ s-a terminat este necesar si se verifice admisibilitatea
configuratiei obtinute intrucat ca urmare a modului de tratare a restrictiilor acestea pot fi incalcate.
Daca se lucreaza cu unitati continue in functia obiectiv se mai adauga un termen care s favorizeze

configuratiile cu componente apropiate de 0 sau de 1. De exemplu la TSP sau la problema alocarii
n n

resurselor se mai adauga un termen de forma: Z Z Yii (1 — yiz).
i=1j=1

6 Despre eficienta rezolvarii cu retele neuronale a problemelor de
optimizare

Desi primele rezultate obtinute de Hopfield si Tank pareau incurajatoare, ulterior s-a observat
experimental ci pentru dimensiuni mari (cazul de interes) retelele neuronale (proiectate pe baza
sugestiilor lui Hopfield gi Tank) nu se comportd mai bine decit unele metode traditionale (de
exemplu algoritmul Lin-Kernighan pentru TSP). In plus includerea restrictiilor in functia obiec-
tiv gi necesitatea alegerii coeficientilor de ponderare a termenilor ridica alte probleme (se gasesc
configuratii de cost bun dar care nu sunt admisibile, incalcand restrictiile sau se gasesc configuratii
admisibile dar de cost inacceptabil). Totusi abordarea Hopfield-Tank are caracter general i a
deschis posibilitatea rezolvarii prin implementari hard a problemelor de optimizare.

Dupéa 1985 au fost propuse o serie de imbunatatiri ale modelului Hopfield-Tank in vederea
extinderii capabilitatii [4]:

e Inlocuirea unititilor binare cu unititi ce pot lua mai multe valori. Permit rezolvarea prob-
lemelor in care configuratiile posibile nu pot (sau nu este eficient) sa fie descrise in maniera
binard. De exemplu la TSP in loc si se utilizeze o matrice n X n se utilizeazi un vector cu
n elemente in care pe pozitia ¢ se afla indicele oragului vizitat in etapa 7. O alta problema
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este cea a partitionarii multimii nodurilor unui graf in K submultimi astfel incdt numarul
conexiunilor intre nodurile aflate in submultimi diferite s fie cat mai mic.

e Utilizarea in locul metodei penalizirii pentru includerea restrictiilor in functia obiectiv a
metodei multiplicatorilor lui Lagrange. In acest caz coeficientii care controleaza ponderea
termenilor in functia obiectiv sunt ajustati in cadrul procesului iterativ.

e Dezvoltarea unor modalitati de tratare a restrictiilor de tip inegalitate (ca in problema alocarii
resurselor sau in problema rucsacului)

e Modificarea functiei obiectiv astfel incat singurele configuratii asimptotic stabile sa fie cele
admisibile si optime [3].

e Modificarea dinamicii clasice astfel incat sa fie evitate configuratiile nedorite [5]
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