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1 Motivatie

Algoritmii de Invatare bazati pe minimizarea unui criteriu de eroare folosesc metode numerice de minimizare.
Algoritmii traditionali de invatare, cum este algoritmul ”backpropagation”, folosesc metode de descrestere
de tip gradient. Aceste metode au caracter local conducand la minimul din vecinatatea caruia apartine
aproximatia initiala. O datd ajuns Intr-un minim local procesul iterativ raméane blocat acolo, ceea ce din
punct de vedere al unui algoritm de invatare reprezinta o invatare incompleta. Un alt dezavantaj pe care il
prezinta algoritmii bazati pe metode de tip gradient este ca necesitd ca functia obiectiv sa fie suficient de
neteda in vecinatatea minimului cautat, ceea ce poate fi o restrictie in anumite situatii.

Algoritmii aleatori prezentati in continuare au avantajul ca nu impun ipoteze de netezime asupra functiei
obiectiv si datorita prezentei perturbatiilor permit uneori evitarea minimelor locale. Principalul dezavantaj
al acestor metode este faptul ca nu asigura o convergenta in sens clasic ci doar convergenta in sens probabilist
(de exemplu, probabilitatea ca aproximatia sa fie intr-o vecinatate oricit de mica a optimului global tinde
catre 1).

Sa consideram problema de minimizare:

Fie F: A C R™ — R o functie. S se determine z* € A cu proprietatea ca f(z*) < f(z) pentru
orice x € A.

Algoritmii care permit rezolvarea unei astfel de probleme necesita stabilirea a doua elemente: directia de
cautare i dimensiunea “pasului” efectuat in directia respectiva. Algoritmii aleatori de cautare se caracter-
izeaza prin utilizarea unor elemente aleatoare in stabilirea directiei de cautare.

2 Algoritmi simpli de cautare aleatoare

Ideea acestor algoritmi este de a stabili in mod aleator directia de cautare. Ei sunt, la fel ca metodele de
tip gradient, algoritmi de descrestere, in sensul ca directia nou generata este acceptata doar daca asigura
micgorarea functiei cost insa nu folosesc nici o informatie asupra gradientului functiei f.

2.1 Structura unui algoritm aleator de descrestere.

Pas 1. Initializari. Se alege aproximatia initiala, x; se initializeaza contorul de iteratii, k = 0; se initializeaza
un contor de esecuri, e = 0.

Pas 2. Generarea noii directii. Se genereaza o valoare aleatoare &y si se efectueaza analiza:
daca f(zr + &) < f(xr) atunci w41 = 2 + &
altfel 1 = e=e+ 1.

Pas 3. Criteriul de oprire. Daca este satisfacut criteriul de oprire atunci se opreste algoritmul, altfel se
incrementeazd indicatorul iteratiei (k) si se reia de la Pasul 2.

Criteriul de oprire poate si fie k = kg, (numérul maxim de iteratii) sau e = emqz-



2.2 Exemple.
Variante ale algoritmului se obtin prin concretizarea repartitiei valorilor variabilei aleatoare £j:

1. Algoritmul Matyas (1965): Pentru fiecare iteratie k, & se genereazi in conformitate cu repartitia
normald standard (medie 0 si dispersie 1) Valorile corespunzétoare unor iteratii diferite vor fi indepen-
dente.

2. Algoritmul Solis-Wets (1981):§;, se genereaza in conformitate cu repartitia normala de medie my, si
dispersie 1. Se alege mg = 0 si pentru fiecare k se face analiza:
Daca f(zy + &) < f(xk)
atunci 41 = g + €k, M1 = 0.4, + 0.2my;
Daca f(x) — &) < (o)
atunci xx+1 = xk — &k, Mi1 = My — 0.4&;
Daca f(xr + &) > f(or) si f(zr — &) > f(ar)
atunci ry4+1 = Tk $i Mgy = 0.5my.

Pentru generarea de valori repartizate in conformitate cu repartitia normala standard se poate folosi
metoda Box-Muller care conduce la urmatorul algoritm:

u:=Random;
v:=Random;
r:=sqrt(-2*1n(uw));
z1:=r*cos(2*pi*v);
z2:=r*sin(2*pi*v) ;
Return z1,z2

unde Random este o functie ce genereazi valori uniform distribuite in [0,1]. O variantd a acestui algoritm
care evita folosirea functiilor trigonometrice si care se bazeaza pe generarea de puncte uniform distribuite in
interiorul cercului unitate este:

Repeat
u:=2*Random-1;
v:=2*%Random-1;
stu~2+v"2;

Until 0<s<1;

r:=sqrt(-2*1n(s)/s);

zl:=r*u;

Z2:=T*V;

Return z1, z2

La fiecare apel al functiilor de mai sus se genereaza doua valori normal repartizate. Daca z este o valoare
aleatoare avand repartitia normala standard pentru a obtine o valoare aleatoare repartizata in conformitate
cu repartitia normala de medie m si dispersie d este suficient sa se calculeze: m + d - z.

2.3 Studiul convergentei.
Rezultate suficiente privind convergenta in probabilitate a lui z; sunt date in teorema urmaétoare:
Teorema 2.1 Fie z* minimul global al functiei f: A C R™ — R. Presupunem cd

1. f: ACR" — R este continuad;

2. pentru fiecare 6 > 0 multimea Vs = {z|||x — 2*|| < §} este de masurd nenuld, M(Vs) # 0;

3. densitatea de probabilitate, q a fiecdrei variabile aleatoare &, are proprietatea: qp(x —y) > 0 pentru
orice z,y € A.

Atunci f(xy) 25 f(z*).



2.4 Aplicatii la retele neuronale:

e N. Baba et al (1989, 1994): combina algoritmul ”backpropagation” cu algoritmul Solis-Wets gi testeaza
noul algoritm in probleme de predictie.

o Williams et Matsuoka (1992): utilizeaza algoritmi aleatori in antrenarea unei retele destinata rezolvarii
unor probleme de control.

2.5 Deficiente si solutii

Faptul ca este o metodda de descregtere face ca blocarea in minime locale a procesului de cautare sa
nu fie intotdeauna evitata. Din acelagi motiv rezultatul obtinut este influentat esential de aproximatia
initiald. Solutii pentru eliminarea acestor deficiente sunt: (a) executia repetatd a algoritmului pentru di-
verse aproximatii initiale si folosirea rezultatelor obtinute la rularile anterioare in stabilirea aproximatiei
initiale; (b) eliminarea caracterului de metodd de descregtere acceptandu-se si perturbatiile care conduc la
cresteri ale functiei obiectiv.

3 Algoritmi de tip ”Simulated Annealing”

Algoritmii din aceasta categorie nu sunt algoritmi de descrestere intrucat se pot efectua ajustari care conduc
la cresterea functiei obiectiv. Aceste ajustari se fac Insa cu o probabilitate mica.

Ideea acestor algoritmi provine de la analogia dintre cautarea solutiei unei probleme de optimizare si
evolutia starilor unui solid supus unui tratament termic care incepe printr-o incalzire brusca si continua cu
o racire lentd. La temperaturd ridicata particulele solidului (aflat in faza lichidd) se aranjeaza aleator. Pe
masurd ce temperatura scade particulele tind sa ajunga in stari cu energie din ce in ce mai mica. Daca
temperatura scade suficient de lent atunci, pentru fiecare valoare a temperaturii, solidului 1i este permis
sa atinga starea de asa-numit echilibru termic. Starea de echilibru termic este descrisa de distributia de
probabilitate:

Pr(s) = i o (g ) 1)

unde S € S este o stare a sistemului, T este temperatura la care se afli sistemul, Z(T') este un factor de
normalizare, E(S) este energia starii S, iar kg > 0 este o constantd (in fizica este denumita constanta lui
Boltzmann). Se observa ci pentru un 7' dat, cu cat E(S) este mai mica cu atat probabilitatea, Pr(S), ca
sistemul sa se afle in starea S este mai mare. Prin urmare probabilitatea este maxima pentru starile de
energie minima.

Pe de altd parte, si T influenteazd distributia stationard. Valori mari ale lui T (T — o0), fac ca
Pr(S) ~ 1/cardS adicd starile sunt aproape echiprobabile. Dacd T este mic (T — 0) atunci vor avea
probabilitate nenula doar starile de energie minima.

Folosind analogia dintre un sistem fizic si o problema de optimizare, analogie bazatd pe corespondentele:
spatiul starilor sistemului coincide cu spatiul configuratiilor problemei iar energia coincide cu functia obiectiv
rezulta ca pentru a identifica configuratii de cost minim ar fi suficient sa le generdm in conformitatea cu
repartitia (1). Acest lucru este dificil de realizat practic datoritd necesittii calculului lui Z(T) (care este o
suma dupa toate configuratiile posibile ceea ce presupune o parcurgere exhaustiva a spatiului de cautare -
imposibil de realizat pentru probleme de dimensiuni mari).

Pentru a evita acest calcul se poate simula evolutia unui proces stohastic (de tip lant Markov) catre
distributia stationara. Metropolis a propus o metoda de simulare de tip Monte-Carlo a carei idee este
urméatoarea: pornind de la starea curenta a sistemului este generatd o perturbatie aleatoare (micd) care este
aplicatd uneia dintre componentele (particulele) sistemului. Daci aceastd perturbatie provoacs o descrestere
a energiei sistemului atunci noua stare va fi consideratd cea obtinutd prin aplicarea perturbatiei, altfel
perturbatia se va accepta numai cu o anumitd probabilitate (care depinde invers proportional de variatia
energiei gi direct proportional de temperaturd). Astfel cu cit temperatura este mai ridicats, probabilitatea de
a accepta schimbaéri care conduc la mérirea energiei este mai mare (particulele sistemului fluctueaza aleator).



Aplicarea acestei idei pentru determinarea minimului unei functii obiectiv se bazeaza pe urmétoarele
analogii:

e functia obiectiv, f, coincide cu energia, F;
e vectorii din domeniul de definitie corespund unei configuratii (stiri) a sistemului;
e modificarea unei componente a vectorului corespunde perturbarii unei particule;
e T este un parametru prin care se poate controla probabilitatea de acceptare a perturbatiilor care
conduc la cregterea functiei obiectiv.
3.1 Structura unui algoritm de tip Metropolis
Pentru T constant, un algoritm de tip Metropolis are urmatoarea structura:
Pas 1. Initializari. Se stabileste aproximatia initiala, xo, si se initializeaza indicatorul iteratiei, k = 0;

Pas 2. Generare perturbatie. Se genereaza o noud configuratie ' € R™ prin modificarea uneia sau mai
multor componente ale lui x.

Pas 3. Acceptarea noii configuratii. Se calculeazi
Afr = f(@) = f(ak).
Configuratia 2’ se acceptd cu probabilitatea

P(z1 = 2') = min{1,exp(—Af/T)}, T>0. (2)

Pas 4.Criteriu de oprire. Daca k < k4, atunci k = k + 1 si se trece la Pas 2, altfel algoritmul se opreste.

Generarea unei noi valori 2’ pornind de la xy, se face printr-o perturbatie care depinde de natura problemei
de rezolvat. Ideea generala este ca fiecarei configuratii x i se asociaza o "vecinatate” de configuratii, iar
perturbatia consta in selectia unui element din aceasta vecinatate.

De exemplu, pentru problema comis voiajorului de dimensiune n, o configuratie este o permutare de ordin
n. Perturbarea unei configuratii poate consta in inversarea a doud elemente vecine (corespunde inversarii
ordinii de parcurgere a doud orage) sau in inversarea ordinii unei secvente din permutare (corespunde in-
versarii ordinii de parcurgere a unei succesiuni de orage si este o transformare de tip 2-opt in cadrul metodelor
euristice de rezolvare a problemei TSP).

In cazul rezolvirii unor probleme de optimizare continua perturbatiile pot fi obtinute prin generarea de
valori aleatoare corespunzatoare unei anumite distributii de probabilitate. Exemple de perturbatii aleatoare
sunt:

1. perturbatia Az = 2’ — z se genereazd aleator dupa repartitia normald de medie 0 si dispersie T' (avand
densitatea de probabilitate q(u) = exp(—u?/(2T?))/(T+/27);

2. perturbatia Az = 2’ — x se genereaza aleator dupa repartitia Cauchy de parametru T a carei densitate
de probabilitate este:
T
9w = T
3. pentru fiecare componentd z; € [A;, B;] deplasamentul va fi Az; = y*(B; — A;) unde y* sunt variabile
aleatoare independente avand densitatea de repartitie:

1
_ | squrmwargm v e FL]
a(w) { 0, altfel



In toate situatiile tranzitia de la o configuratie la alta poate fi vazuta ca un proces aleator caracterizat
prin probabilitatile de tranzitie asociate, numite probabilitati de generare si notate cu Pj.
O alta forma a probabilitatii de acceptare este:

Po(i1 = 2') = 1/(1 + exp(Afi/T)).

In aceast’ situatie o descrestere a functiei obiectiv este acceptata cu o probabilitate mai mare decat 0.5 iar
o crestere cu o probabilitate mai mica decat 0.5.

Functionarea algoritmului Metropolis este controlata in mod esential de valoarea parametrului 7". Astfel,
dacd T — 0 atunci algoritmul tinde citre unul determinist de descregtere (sunt acceptate doar configuratiile
care asigurd descresterea functiei obiectiv), iar dacd T — oo atunci toate valorile nou generate sunt acceptate,
iar algoritmul realizeaza o cautare necontrolata in tot spatiul starilor.

Problema cea mai dificila in proiectarea unui algoritm de tip Metropolis este alegerea valorii potrivite
pentru 7. O solutie pentru aceastd probleméa o reprezinta modificarea valorii lui 7" in cadrul algoritmului.
Pe aceasta idee se bazeazi algoritmii de tip ”Simulated annealing” (recoacere sau célire simulatd) in care
valoarea initiald a lui T" este mare (ciutarea se realizeazd pe intreg spatiul starilor) dupa care T este micsgorat
astfel ca domeniul de cautare este treptat limitat.

3.2 Structura unui algoritm de tip ”Simulated Annealing”

Aplicand algoritmul Metropolis pentru valori ale lui T din ce In ce mai mici se obtine:
Pas 1. Initializdri. Se initializeazi indicatorul iteratiei (m = 0), aproximatia xo si temperatura Tp.

Pas 2. Iteratii Metropolis. Se determina x,, 1 utilizand algoritmul Metropolis pornind de la x,, si iterand
de Prmaz ori (pentru temperatura T, ).

Pas 3. Criteriu de oprire. Dacd m < my,q, atunci se incrementeaza m, se stabileste noua valoare T;, 11 a
parametrului temperatura si se reia de la Pas 2, altfel algoritmul se opreste.

Eficienta algoritmului depinde de strategia de descrestere a temperaturii. Daca descresterea este prea
rapidd algoritmul se opresgte In minime locale (corespunde situatiei in care topitura fiind racita prea brusc,
solidul este ”inghetat” intr-o stare care contine si "defecte”). Pe de altd parte dacd temperatura descregte
prea lent atunci apropierea de minimul global dureaza prea mult.

Strategii simple de descrestere a parametrului T sunt:

1. T, =To/In(m+mo+1), mog>1,Tp > 0;
2. Ty =To/(m+1), Tp>0.

3.3 Proprietati de convergenta.

Conditii suficiente pentru a asigura convergenta in probabilitate a sirului aproximatiilor z,, sunt date in
[Laarhoven si Aarts, 1987]. Aceste rezultate pot fi sintetizate in:

Presupunem ca sunt satisfacute conditiile:
(a) probabilitatea de trecere intre oricare doud stari (in faza de generare a perturbatiilor) este
nenula si simetrica, Py(x, ") = Py(2', ) > 0 pentru orice x si 2’;
(b) probabilitatea de acceptare este de tip Metropolis (relatia (1)).
(c) Ty = C¢/Inm cu Cy > 0 o constanta suficient de mare (valoarea miniméa pe care o poate

lua Cy depinde de proprietatile lui f).

Atunci

lim P(f(xp,) = f(z*))=1.

m—00



3.4 Aplicatii pentru retele neuronale
La retele neuronale algoritmii de tip Simulated Annealing pot fi aplicati in doua directii:

e Minimizarea functiei de energie in cazul Invatarii supervizate la retelele feedforward. In acest caz
sunt utilizati pentru minimizarea unor functii cu multe minime locale si sunt definite pe un domeniu
continuu .

e Determinarea starii de energie minima la retelele recurente stohastice (modelul Hopfield pentru re-
zolvarea problemelor de optimizare sau magina Boltzmann utilizata in rezolvarea problemelor de
asociere). In acest caz sunt utilizati pentru determinarea unei configuratii de cost minim dintr-un
spatiu discret.

3.5 Observatii privind implementarea.

Algoritmii de tip Simulated Annealing sunt algoritmi aproximativi de optimizare, dar prezinta avantajul ca
au o structura simpla si sunt cu caracter general. Eficienta lor este insa puternic influentata de modul de
alegere a elementelor constitutive:

e Metoda de perturbare. Este elementul care depinde cel mai mult de problema concreta. In alegerea
ei fie se pornegte de la euristici specifice domeniului (cum este euristica 2-opt pentru problema comis-
voiajorului) fie se cauta distributii P, care sa satisfaca conditiile teoretice privind convergenta (cum
sunt perturbatiile bazate pe repartitia normald sau pe repartitia Cauchy).

e Strategia de acceptare. Nu influenteaza in mod esential eficienta astfel ca in majoritatea aplicatiilor se
poate folosi strategia clasica, de tip Metropolis.

e Strategia de modificare a lui T - strategia de racire. Este partea cea mai dificila din implementare si
presupune:

1. Stabilirea valorii initiale pentru T - suficient de mare astfel incat la primele iteratii aproape toate
perturbatiile si fie acceptate (exp(—A/Tp) ~ 1, cu A cea mai mare variatie posibila a functiei
obiectiv).

2. Stabilirea numarului de repetdri ale pasului Metropolis (numéarul de tranzitii efectuate la o aceeasi
temperaturd). Teoretic ar trebui ca procesul iterativ si continue pana la atingerea ”echilibrului”.
Caracterul aleator al procesului face ca verificarea sa fie dificild (necesitd colectarea unor statistici
pentru identificarea momentului in care se atinge distributia stationara). Variante simple sunt: (i)
se repetd de un numaér de ori proportional cu dimensiunea problemei (in felul acesta se oferd sansa
fiecdrei componente de a fi perturbatd); (ii) se repetd pand cidnd un numér minim de tranzitii
(stabilit de catre utilizator) au fost efectiv operate.

3. Determinarea requlii de descrestere a lui Ty. Pe langa cele doua variante amintite deja, o modali-
tate simpld si frecvent utilizatd este Tp41 = o7} cu 0 < a < 1 dar suficient de apropiatd de 1 (de
exemplu, a = 0.95). O altd variantd este: Txy1 = Tx/(1 +vTx/U) cu v un numar real mic, iar
U o margine superioard a diferentei f(xp) — f* (dezavantajul este cad U depinde de ”geometria”
problemei si este dificil de estimat).

4. Alegerea criteriului de oprire. Cea mai naturala varianta este cea in care T} devine suficient de
mic. Se mai poate opta i pentru determinarea ratei de acceptare gi oprirea algoritmului cand
aceasta devine foarte micd (inseamna ca gansa de a gési configuratii mai bune este foarte mica).

3.6 Alte aplicatii

Algoritmii de tip Simulated Annealing au fost aplicati cu succes in: prelucrarea imaginilor (eliminarea
zgomotului si segmentare [Geman & Geman, 1984]), in rezolvarea problemelor de rutare, in modelarea
structurilor amorfe, in analiza datelor obtinute prin investigatii bazate pe difractie cu raze X sau rezonanta
magnetica nucleara, in planificarea activitatilor etc.
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