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1 Motivaţie

Algoritmii de ı̂nvăţare bazaţi pe minimizarea unui criteriu de eroare folosesc metode numerice de minimizare.
Algoritmii tradiţionali de ı̂nvăţare, cum este algoritmul ”backpropagation”, folosesc metode de descreştere
de tip gradient. Aceste metode au caracter local conducând la minimul din vecinătatea căruia aparţine
aproximaţia iniţială. O dată ajuns ı̂ntr-un minim local procesul iterativ rămâne blocat acolo, ceea ce din
punct de vedere al unui algoritm de ı̂nvăţare reprezintă o ı̂nvăţare incompletă. Un alt dezavantaj pe care ı̂l
prezintă algoritmii bazaţi pe metode de tip gradient este că necesită ca funcţia obiectiv să fie suficient de
netedă ı̂n vecinătatea minimului căutat, ceea ce poate fi o restricţie ı̂n anumite situaţii.

Algoritmii aleatori prezentaţi ı̂n continuare au avantajul că nu impun ipoteze de netezime asupra funcţiei
obiectiv şi datorită prezenţei perturbaţiilor permit uneori evitarea minimelor locale. Principalul dezavantaj
al acestor metode este faptul că nu asigură o convergenţă ı̂n sens clasic ci doar convergenţă ı̂n sens probabilist
(de exemplu, probabilitatea ca aproximaţia să fie ı̂ntr-o vecinătate oricât de mică a optimului global tinde
către 1).

Să considerăm problema de minimizare:

Fie F : A ⊂ Rn → R o funcţie. Să se determine x∗ ∈ A cu proprietatea că f(x∗) ≤ f(x) pentru
orice x ∈ A.

Algoritmii care permit rezolvarea unei astfel de probleme necesită stabilirea a două elemente: direcţia de
căutare şi dimensiunea ”pasului” efectuat ı̂n direcţia respectivă. Algoritmii aleatori de căutare se caracter-
izează prin utilizarea unor elemente aleatoare ı̂n stabilirea direcţiei de căutare.

2 Algoritmi simpli de căutare aleatoare

Ideea acestor algoritmi este de a stabili ı̂n mod aleator direcţia de căutare. Ei sunt, la fel ca metodele de
tip gradient, algoritmi de descreştere, ı̂n sensul că direcţia nou generată este acceptată doar dacă asigură
micşorarea funcţiei cost ı̂nsă nu folosesc nici o informaţie asupra gradientului funcţiei f .

2.1 Structura unui algoritm aleator de descreştere.

Pas 1. Iniţializări. Se alege aproximaţia iniţială, x0; se iniţializează contorul de iteraţii, k = 0; se iniţializează
un contor de eşecuri, e = 0.

Pas 2. Generarea noii direcţii. Se generează o valoare aleatoare ξk şi se efectuează analiza:
dacă f(xk + ξk) < f(xk) atunci xk+1 = xk + ξk
altfel xk+1 = xk; e = e+ 1.

Pas 3. Criteriul de oprire. Dacă este satisfăcut criteriul de oprire atunci se opreşte algoritmul, altfel se
incrementează indicatorul iteraţiei (k) şi se reia de la Pasul 2.

Criteriul de oprire poate să fie k = kmax (numărul maxim de iteraţii) sau e = emax.
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2.2 Exemple.

Variante ale algoritmului se obţin prin concretizarea repartiţiei valorilor variabilei aleatoare ξk:

1. Algoritmul Matyas (1965): Pentru fiecare iteraţie k, ξk se generează ı̂n conformitate cu repartiţia
normală standard (medie 0 şi dispersie 1) Valorile corespunzătoare unor iteraţii diferite vor fi indepen-
dente.

2. Algoritmul Solis-Wets (1981):ξk se generează ı̂n conformitate cu repartiţia normală de medie mk şi
dispersie 1. Se alege m0 = 0 şi pentru fiecare k se face analiza:
Dacă f(xk + ξk) < f(xk)

atunci xk+1 = xk + ξk, mk+1 = 0.4ξk + 0.2mk;
Dacă f(xk − ξk) < f(xk)

atunci xk+1 = xk − ξk, mk+1 = mk − 0.4ξk;
Dacă f(xk + ξk) ≥ f(xk) şi f(xk − ξk) ≥ f(xk)

atunci xk+1 = xk şi mk+1 = 0.5mk.

Pentru generarea de valori repartizate ı̂n conformitate cu repartiţia normală standard se poate folosi
metoda Box-Muller care conduce la următorul algoritm:

u:=Random;
v:=Random;
r:=sqrt(-2*ln(u));
z1:=r*cos(2*pi*v);
z2:=r*sin(2*pi*v);
Return z1,z2

unde Random este o funcţie ce generează valori uniform distribuite ı̂n [0, 1]. O variantă a acestui algoritm
care evită folosirea funcţiilor trigonometrice şi care se bazează pe generarea de puncte uniform distribuite ı̂n
interiorul cercului unitate este:

Repeat
u:=2*Random-1;
v:=2*Random-1;
s+u^2+v^2;

Until 0<s<1;
r:=sqrt(-2*ln(s)/s);
z1:=r*u;
z2:=r*v;
Return z1, z2

La fiecare apel al funcţiilor de mai sus se generează două valori normal repartizate. Daca z este o valoare
aleatoare având repartiţia normală standard pentru a obţine o valoare aleatoare repartizată ı̂n conformitate
cu repartiţia normală de medie m si dispersie d este suficient să se calculeze: m+ d · z.

2.3 Studiul convergenţei.

Rezultate suficiente privind convergenţa ı̂n probabilitate a lui xk sunt date ı̂n teorema următoare:

Teorema 2.1 Fie x∗ minimul global al funcţiei f : A ⊂ Rn → R. Presupunem că

1. f : A ⊂ Rn → R este continuă;

2. pentru fiecare δ > 0 mulţimea Vδ = {x|‖x− x∗‖ < δ} este de măsură nenulă, M(Vδ) 6= 0;

3. densitatea de probabilitate, qk a fiecărei variabile aleatoare ξk are proprietatea: qk(x − y) > 0 pentru
orice x, y ∈ A.

Atunci f(xk)
i.p→ f(x∗).
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2.4 Aplicaţii la reţele neuronale:

• N. Baba et al (1989, 1994): combină algoritmul ”backpropagation” cu algoritmul Solis-Wets şi testează
noul algoritm ı̂n probleme de predicţie.

• Williams et Matsuoka (1992): utilizează algoritmi aleatori ı̂n antrenarea unei reţele destinată rezolvării
unor probleme de control.

2.5 Deficienţe şi soluţii

Faptul că este o metodă de descreştere face ca blocarea ı̂n minime locale a procesului de căutare să
nu fie ı̂ntotdeauna evitată. Din acelaşi motiv rezultatul obţinut este influenţat esenţial de aproximaţia
iniţială. Soluţii pentru eliminarea acestor deficienţe sunt: (a) execuţia repetată a algoritmului pentru di-
verse aproximaţii iniţiale şi folosirea rezultatelor obţinute la rulările anterioare ı̂n stabilirea aproximaţiei
iniţiale; (b) eliminarea caracterului de metodă de descreştere acceptându-se şi perturbaţiile care conduc la
creşteri ale funcţiei obiectiv.

3 Algoritmi de tip ”Simulated Annealing”

Algoritmii din această categorie nu sunt algoritmi de descreştere ı̂ntrucât se pot efectua ajustări care conduc
la creşterea funcţiei obiectiv. Aceste ajustări se fac ı̂nsă cu o probabilitate mică.

Ideea acestor algoritmi provine de la analogia dintre căutarea soluţiei unei probleme de optimizare şi
evoluţia stărilor unui solid supus unui tratament termic care ı̂ncepe printr-o ı̂ncălzire bruscă şi continuă cu
o răcire lentă. La temperatură ridicată particulele solidului (aflat ı̂n fază lichidă) se aranjează aleator. Pe
măsură ce temperatura scade particulele tind să ajungă ı̂n stări cu energie din ce ı̂n ce mai mică. Dacă
temperatura scade suficient de lent atunci, pentru fiecare valoare a temperaturii, solidului ı̂i este permis
să atingă starea de aşa-numit echilibru termic. Starea de echilibru termic este descrisă de distribuţia de
probabilitate:

PT (S) =
1

Z(T )
exp

(
−E(S)
kBT

)
(1)

unde S ∈ S este o stare a sistemului, T este temperatura la care se află sistemul, Z(T ) este un factor de
normalizare, E(S) este energia stării S, iar kB > 0 este o constantă (̂ın fizică este denumită constanta lui
Boltzmann). Se observă că pentru un T dat, cu cât E(S) este mai mică cu atât probabilitatea, PT (S), ca
sistemul să se afle ı̂n starea S este mai mare. Prin urmare probabilitatea este maximă pentru stările de
energie minimă.

Pe de altă parte, şi T influenţează distribuţia staţionară. Valori mari ale lui T (T → ∞), fac ca
PT (S) ' 1/cardS adică stările sunt aproape echiprobabile. Dacă T este mic (T → 0) atunci vor avea
probabilitate nenulă doar stările de energie minimă.

Folosind analogia dintre un sistem fizic şi o problemă de optimizare, analogie bazată pe corespondenţele:
spaţiul stărilor sistemului coincide cu spaţiul configuraţiilor problemei iar energia coincide cu funcţia obiectiv
rezultă că pentru a identifica configuraţii de cost minim ar fi suficient să le generăm ı̂n conformitatea cu
repartiţia (1). Acest lucru este dificil de realizat practic datorită necesităţii calculului lui Z(T ) (care este o
sumă după toate configuraţiile posibile ceea ce presupune o parcurgere exhaustivă a spaţiului de căutare -
imposibil de realizat pentru probleme de dimensiuni mari).

Pentru a evita acest calcul se poate simula evoluţia unui proces stohastic (de tip lanţ Markov) către
distribuţia staţionară. Metropolis a propus o metodă de simulare de tip Monte-Carlo a cărei idee este
următoarea: pornind de la starea curentă a sistemului este generată o perturbaţie aleatoare (mică) care este
aplicată uneia dintre componentele (particulele) sistemului. Dacă această perturbaţie provoacă o descreştere
a energiei sistemului atunci noua stare va fi considerată cea obţinută prin aplicarea perturbaţiei, altfel
perturbaţia se va accepta numai cu o anumită probabilitate (care depinde invers proporţional de variaţia
energiei şi direct proporţional de temperatură). Astfel cu cât temperatura este mai ridicată, probabilitatea de
a accepta schimbări care conduc la mărirea energiei este mai mare (particulele sistemului fluctuează aleator).
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Aplicarea acestei idei pentru determinarea minimului unei funcţii obiectiv se bazează pe următoarele
analogii:

• funcţia obiectiv, f , coincide cu energia, E;

• vectorii din domeniul de definiţie corespund unei configuraţii (stări) a sistemului;

• modificarea unei componente a vectorului corespunde perturbării unei particule;

• T este un parametru prin care se poate controla probabilitatea de acceptare a perturbaţiilor care
conduc la creşterea funcţiei obiectiv.

3.1 Structura unui algoritm de tip Metropolis

Pentru T constant, un algoritm de tip Metropolis are următoarea structură:

Pas 1. Iniţializări. Se stabileşte aproximaţia iniţială, x0, şi se iniţializează indicatorul iteraţiei, k = 0;

Pas 2. Generare perturbaţie. Se generează o nouă configuraţie x′ ∈ Rn prin modificarea uneia sau mai
multor componente ale lui x.

Pas 3. Acceptarea noii configuraţii. Se calculează

∆fk = f(x′)− f(xk).

Configuraţia x′ se acceptă cu probabilitatea

Pa(xk+1 = x′) = min{1, exp(−∆fk/T )}, T > 0. (2)

Pas 4.Criteriu de oprire. Dacă k < kmax atunci k = k + 1 şi se trece la Pas 2, altfel algoritmul se opreşte.

Generarea unei noi valori x′ pornind de la xk se face printr-o perturbaţie care depinde de natura problemei
de rezolvat. Ideea generală este că fiecărei configuraţii x i se asociază o ”vecinătate” de configuraţii, iar
perturbaţia constă ı̂n selecţia unui element din această vecinătate.

De exemplu, pentru problema comis voiajorului de dimensiune n, o configuraţie este o permutare de ordin
n. Perturbarea unei configuraţii poate consta ı̂n inversarea a două elemente vecine (corespunde inversării
ordinii de parcurgere a două oraşe) sau ı̂n inversarea ordinii unei secvenţe din permutare (corespunde in-
versării ordinii de parcurgere a unei succesiuni de oraşe şi este o transformare de tip 2-opt ı̂n cadrul metodelor
euristice de rezolvare a problemei TSP).

În cazul rezolvării unor probleme de optimizare continuă perturbaţiile pot fi obţinute prin generarea de
valori aleatoare corespunzătoare unei anumite distribuţii de probabilitate. Exemple de perturbaţii aleatoare
sunt:

1. perturbaţia ∆x = x′−x se generează aleator după repartiţia normală de medie 0 şi dispersie T (având
densitatea de probabilitate q(u) = exp(−u2/(2T 2))/(T

√
2π);

2. perturbaţia ∆x = x′−x se generează aleator după repartiţia Cauchy de parametru T a cărei densitate
de probabilitate este:

q(u) =
T

π(u2 + T 2)

3. pentru fiecare componentă xi ∈ [Ai, Bi] deplasamentul va fi ∆xi = yi(Bi − Ai) unde yi sunt variabile
aleatoare independente având densitatea de repartiţie:

q(u) =
{ 1

2(|u|+T ) ln(1+1/T ) , u ∈ [−1, 1]
0, altfel
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În toate situaţiile tranziţia de la o configuraţie la alta poate fi văzută ca un proces aleator caracterizat
prin probabilităţile de tranziţie asociate, numite probabilităţi de generare şi notate cu Pg.

O altă formă a probabilităţii de acceptare este:

Pa(xk+1 = x′) = 1/(1 + exp(∆fk/T )).

În această situaţie o descreştere a funcţiei obiectiv este acceptată cu o probabilitate mai mare decât 0.5 iar
o creştere cu o probabilitate mai mică decât 0.5.

Funcţionarea algoritmului Metropolis este controlată ı̂n mod esenţial de valoarea parametrului T . Astfel,
dacă T → 0 atunci algoritmul tinde către unul determinist de descreştere (sunt acceptate doar configuraţiile
care asigură descreşterea funcţiei obiectiv), iar dacă T →∞ atunci toate valorile nou generate sunt acceptate,
iar algoritmul realizează o căutare necontrolată ı̂n tot spaţiul stărilor.

Problema cea mai dificilă ı̂n proiectarea unui algoritm de tip Metropolis este alegerea valorii potrivite
pentru T . O soluţie pentru această problemă o reprezintă modificarea valorii lui T ı̂n cadrul algoritmului.
Pe această idee se bazează algoritmii de tip ”Simulated annealing” (recoacere sau călire simulată) ı̂n care
valoarea iniţială a lui T este mare (căutarea se realizează pe ı̂ntreg spaţiul stărilor) după care T este micşorat
astfel că domeniul de căutare este treptat limitat.

3.2 Structura unui algoritm de tip ”Simulated Annealing”

Aplicând algoritmul Metropolis pentru valori ale lui T din ce ı̂n ce mai mici se obţine:

Pas 1. Iniţializări. Se iniţializează indicatorul iteraţiei (m = 0), aproximaţia x0 şi temperatura T0.

Pas 2. Iteraţii Metropolis. Se determină xm+1 utilizând algoritmul Metropolis pornind de la xm şi iterând
de pmax ori (pentru temperatura Tm).

Pas 3. Criteriu de oprire. Dacă m < mmax atunci se incrementează m, se stabileşte noua valoare Tm+1 a
parametrului temperatură şi se reia de la Pas 2, altfel algoritmul se opreşte.

Eficienţa algoritmului depinde de strategia de descreştere a temperaturii. Dacă descreşterea este prea
rapidă algoritmul se opreşte ı̂n minime locale (corespunde situaţiei ı̂n care topitura fiind răcită prea brusc,
solidul este ”̂ıngheţat” ı̂ntr-o stare care conţine şi ”defecte”). Pe de altă parte dacă temperatura descreşte
prea lent atunci apropierea de minimul global durează prea mult.

Strategii simple de descreştere a parametrului T sunt:

1. Tm = T0/ ln(m+m0 + 1), m0 > 1, T0 > 0;

2. Tm = T0/(m+ 1), T0 > 0.

3.3 Proprietăţi de convergenţă.

Condiţii suficiente pentru a asigura convergenţa ı̂n probabilitate a şirului aproximaţiilor xm sunt date ı̂n
[Laarhoven şi Aarts, 1987]. Aceste rezultate pot fi sintetizate ı̂n:

Presupunem că sunt satisfăcute condiţiile:

(a) probabilitatea de trecere ı̂ntre oricare două stări (̂ın faza de generare a perturbaţiilor) este
nenulă şi simetrică, Pg(x, x′) = Pg(x′, x) > 0 pentru orice x şi x′;

(b) probabilitatea de acceptare este de tip Metropolis (relaţia (1)).

(c) Tm = Cf/ lnm cu Cf > 0 o constantă suficient de mare (valoarea minimă pe care o poate
lua Cf depinde de proprietăţile lui f).

Atunci
lim
m→∞

P (f(xm) = f(x∗)) = 1.
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3.4 Aplicaţii pentru reţele neuronale

La reţele neuronale algoritmii de tip Simulated Annealing pot fi aplicaţi ı̂n două direcţii:

• Minimizarea funcţiei de energie ı̂n cazul ı̂nvăţării supervizate la reţelele feedforward. În acest caz
sunt utilizaţi pentru minimizarea unor funcţii cu multe minime locale şi sunt definite pe un domeniu
continuu .

• Determinarea stării de energie minimă la reţelele recurente stohastice (modelul Hopfield pentru re-
zolvarea problemelor de optimizare sau maşina Boltzmann utilizată ı̂n rezolvarea problemelor de
asociere). În acest caz sunt utilizaţi pentru determinarea unei configuraţii de cost minim dintr-un
spaţiu discret.

3.5 Observaţii privind implementarea.

Algoritmii de tip Simulated Annealing sunt algoritmi aproximativi de optimizare, dar prezintă avantajul că
au o structură simplă şi sunt cu caracter general. Eficienţa lor este ı̂nsă puternic influenţată de modul de
alegere a elementelor constitutive:

• Metoda de perturbare. Este elementul care depinde cel mai mult de problema concretă. În alegerea
ei fie se porneşte de la euristici specifice domeniului (cum este euristica 2-opt pentru problema comis-
voiajorului) fie se caută distribuţii Pg care să satisfacă condiţiile teoretice privind convergenţa (cum
sunt perturbaţiile bazate pe repartiţia normală sau pe repartiţia Cauchy).

• Strategia de acceptare. Nu influenţează ı̂n mod esenţial eficienţa astfel că ı̂n majoritatea aplicaţiilor se
poate folosi strategia clasică, de tip Metropolis.

• Strategia de modificare a lui T - strategia de răcire. Este partea cea mai dificilă din implementare şi
presupune:

1. Stabilirea valorii iniţiale pentru T - suficient de mare astfel ı̂ncât la primele iteraţii aproape toate
perturbaţiile să fie acceptate (exp(−∆/T0) ' 1, cu ∆ cea mai mare variaţie posibilă a funcţiei
obiectiv).

2. Stabilirea numărului de repetări ale pasului Metropolis (numărul de tranziţii efectuate la o aceeaşi
temperatură). Teoretic ar trebui ca procesul iterativ să continue până la atingerea ”echilibrului”.
Caracterul aleator al procesului face ca verificarea să fie dificilă (necesită colectarea unor statistici
pentru identificarea momentului ı̂n care se atinge distribuţia staţionară). Variante simple sunt: (i)
se repetă de un număr de ori proporţional cu dimensiunea problemei (̂ın felul acesta se oferă şansa
fiecărei componente de a fi perturbată); (ii) se repetă până când un număr minim de tranziţii
(stabilit de către utilizator) au fost efectiv operate.

3. Determinarea regulii de descreştere a lui Tk. Pe lângă cele două variante amintite deja, o modali-
tate simplă şi frecvent utilizată este Tk+1 = αTk cu 0 < α < 1 dar suficient de apropiată de 1 (de
exemplu, α = 0.95). O altă variantă este: Tk+1 = Tk/(1 + γTk/U) cu γ un număr real mic, iar
U o margine superioară a diferenţei f(xk) − f∗ (dezavantajul este că U depinde de ”geometria”
problemei şi este dificil de estimat).

4. Alegerea criteriului de oprire. Cea mai naturală variantă este cea ı̂n care Tk devine suficient de
mic. Se mai poate opta şi pentru determinarea ratei de acceptare şi oprirea algoritmului când
aceasta devine foarte mică (̂ınseamnă că şansa de a găsi configuraţii mai bune este foarte mică).

3.6 Alte aplicaţii

Algoritmii de tip Simulated Annealing au fost aplicaţi cu succes ı̂n: prelucrarea imaginilor (eliminarea
zgomotului şi segmentare [Geman & Geman, 1984]), ı̂n rezolvarea problemelor de rutare, ı̂n modelarea
structurilor amorfe, ı̂n analiza datelor obţinute prin investigaţii bazate pe difracţie cu raze X sau rezonanţă
magnetică nucleară, ı̂n planificarea activităţilor etc.
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