
Simularea variabilelor aleatoare

Generarea unor valori numerice ı̂n conformitate cu o anumită repartiţie (simularea unei vari-
abile aleatoare) este o prelucrare frecvent utilizată atât ı̂n Statistică (de exemplu ı̂n tehnicile de
eşantionare) cât şi ı̂n modelarea stohastică şi ı̂n implementarea algoritmilor aleatori (de tip Monte-
Carlo).

Există două modalităţi principale de simulare a variabilelor aleatoare, şi anume:

• prin utilizarea unor dispozitive fizice cum ar fi zarul, ruleta şi detectorii de radiaţie nucleară;

• prin implementarea pe calculator a unor algoritmi de generare a unor valori numerice.

Generatoarele bazate pe dispozitive fizice au câteva dezavantaje cum ar fi: rezultatele sunt
dificil de reprodus, iar funcţionarea dispozitivelor poate fi afectată de evenimente externe. Din
acest motiv, după apariţia şi dezvoltarea calculatoarelor, interesul s-a orientat ı̂nspre metodele de
generare care se bazează pe capabilităţile aritmetice ale acestora.

Metodele de simulare a variabilelor aleatoare cu ajutorul calculatorului nu sunt perfecte ı̂ntrucât
calculatorul ı̂n sine este un dispozitiv determinist, iar majoritatea metodelor se bazează pe secvenţe
deterministe de calcul. Din acest motiv, valorile generate cu ajutorul calculatorului sunt ı̂n realitate
”pseudo-aleatoare”. În continuare vom omite calificativul ”pseudo” doar pentru simplitate.

Din punct de vedere al modului de proiectare, generatoarele pot fi clasificate ı̂n:

• generatoare de numere aleatoare uniform repartizate;

• generatoare de numere aleatoare neuniform repartizate.

De cele mai multe ori generatoarele din a doua categorie se construiesc pe baza celor din prima
categorie.

În continuare vom prezenta algoritmi de generare a numerelor uniform repartizate şi metode
generale pentru simularea variabilelor neuniform repartizate, discrete sau continui.

1 Simularea variabilelor aleatoare uniform repartizate

1.1 Cazul variabilelor discrete

O variabilă aleatoare discretă, X, ce ia valori ı̂n mulţimea {1, . . . , n} este uniform repartizată dacă
P (X = i) = 1/n pentru i = 1, n. Simularea unei astfel de variabile se bazează pe utilizarea unei
funcţii g : Ik → I, unde I este o submulţime a numerelor ı̂ntregi care pot fi reprezentate ı̂n
calculator. Pentru a genera o secvenţă de numere se porneşte de la câteva valori iniţiale x1, . . . , xk
care formează sămânţa generatorului (seed) şi se foloseşte o relaţie de recurenţă:

xn = g(xn−1, . . . , xn−k), n > k (1)

Întrucât mulţimea valorilor numerice ce pot fi reprezentate ı̂n calculator este finită rezultă că
şirul definit de relaţia de recurenţă (1) este periodic. Pentru ca generatorul implementat pe baza
acestei relaţii să fie acceptabil trebuie să ı̂ndeplinească cel puţin două condiţii:
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• Perioada lui să fie mare ı̂n raport cu numărul de valori generate.

• Valorile generate să nu fie secvenţial corelate. Aceasta proprietate trebuie ı̂nţeleasă ı̂n modul
următor: considerând secvenţe de câte p valori succesiv generate se obţine o ”umplere” uni-
formă a spaţiului p-dimensional. În cazul prezenţei corelaţiei secvenţiale, aceste ”puncte” din
spaţiul p-dimensional se grupează ı̂ntr-un număr redus de hiperplane.

De remarcat că importanţa calităţii unui generator depinde de tipul aplicaţiei unde este folosit
(ea este mai puţin importanta ı̂n aplicaţiile care utilizează numerele aleatoare doar pentru ilustrări
grafice de efect şi devine foarte importantă de exemplu ı̂n aproximarea integralelor prin metoda
Monte-Carlo).

Satisfacerea condiţiilor de mai sus poate fi asigurată printr-o bună alegere a funcţiei g. Cele mai
frecvent utilizate metode (pe care se bazează şi generatoarele incluse ı̂n limbajele de programare)
sunt cele congruenţiale. Acestea sunt caracterizate printr-o relaţie de recurenţă de forma:

xn = f(xn−1, . . . , xn−k) mod m

unde f : Ik → I este o funcţie iar k şi m sunt valori care definesc generatorul.
Dintre metodele congruenţiale, cele mai utilizate sunt cele pentru care f este o funcţie liniară:

xn = (a1xn−1 + . . .+ akxn−k + c) mod m

cu a1, . . . , ak, c şi m valori ı̂ntregi care caracterizează generatorul. De regulă ai, c ∈ {0, . . . ,m− 1}.
Evident relaţia de recurenţă se completează cu un set de valori iniţiale: x1, . . ., xk.

Se observă că aceste metode generează valori cuprinse ı̂ntre 0 şi m− 1, iar perioada poate fi cel
mult m. Din acest motiv m se alege cât mai mare, fiind de regulă valoarea ı̂ntreagă maximă care
poate fi reprezentată ı̂n calculator. Mai dificilă este ı̂nsă problema alegerii parametrilor a1, . . . , ak,
c. Pentru aceştia nu există ”reţete” riguroase, ci mai degrabă există valori particulare care au fost
determinate ı̂n urma a numeroase ı̂ncercări şi testări ale eficienţei.

Cel mai adesea se utilizează generatori de ordin 1, a căror formă este xn+1 = (axn + c)modm.
În cazul particular ı̂n care c = 0, generatorul se numeşte congruenţial multiplicativ iar dacă c 6= 0
e numit congruenţial mixt. Dacă a şi m sunt alese adecvat, atunci un generator multiplicativ este
la fel de bun ca unul mixt.

Câteva exemple de valori adecvate pentru parametrii unui generator de ordin 1 (k = 0) sunt:

1. a = 16807, c = 0, m = 231 − 1;

2. a = 1429, c = 0, m = 231 − 1;

3. a = 24298, c = 99991, m = 199017;

4. a = 1993538837, c = 7261067085, m = 235.

Secvenţa de valori generate depinde de valoarea iniţială (x0). Aceasta este de regulă stabilită
de către utilizator prin proceduri specifice fiecărui limbaj de programare (de exemplu, procedura
randomize din Pascal sau funcţia srand din C). Dacă se doreşte ca la fiecare relansare a programului
să fie generată altă secvenţă de valori este indicat ca x0 să fie stabilită pornind de la ceasul intern
al calculatorului.

Dacă m = 2 atunci se obţine un generator de biţi conducând la o altă variantă de generare
a numerelor ı̂ntregi. Pentru o reprezentare pe 32 de biţi, fiecare valoare ı̂ntreagă, xn, poate fi
exprimată ca:
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xn = b(1)
n b(2)

n . . . b(32)
n

iar fiecare bit b(i)n se generează cu regula:

b(i)n = (b(i)n−p + b
(i)
n−(p−q))mod2

ı̂n care p > q > 0, iar b(i)0 , . . . , b
(i)
p sunt valori binare care asigură iniţializarea generatorului.

Pentru ca generatorul să aibă proprietăţi statistice bune, parametrii p şi q se aleg astfel ı̂ncât
polinomul Xp +Xq + 1 să fie prim ı̂n Z2[X]. Un exemplu de alegere a parametrilor este p = 98 şi
q = 27. În acest caz perioada generatorului este 2p − 1.

1.2 Cazul variabilelor continui

Pentru a simula o variabilă aleatoare uniform repartizată ı̂n intervalul [0, 1] este suficient să se
genereze valori ı̂ntregi uniform repartizate pe mulţimea {0, . . . ,m − 1} şi să se ı̂mpartă la m − 1.
Dacă se doreşte simularea unei variabile uniform repartizate pe (0, 1) este suficient să se genereze
valori ı̂n 1, . . . ,m− 1 şi să se ı̂mpartă la m. De observat că un generator mixt nu produce niciodată
valoarea 0.

Pe de altă parte, se consideră că un bun generator de valori uniform distribuite ı̂n intervalul
[0, 1] nu trebuie să furnizeze niciodată valoarea 0 sau valoarea 1.

Pentru a simula o variabilă, V , uniform repartizată ı̂n intervalul (a, b) este suficient să se simuleze
o variabilă, U , uniform repartizată ı̂n (0, 1), după care să se facă transformarea V = (b− a)U + a.

Majoritatea metodelor de simulare a variabilelor neuniforme se bazează pe un generator de valori
uniform repartizate ı̂n (0, 1). În cele ce urmează vom considera o metodă de generare a valorilor
uniform repartizate ı̂n (0, 1) ca fiind implementată de funcţia Random. Este uşor de observat că o
espresie de forma 1-Random simulează deasemenea o variabilă uniform repartizată pe (0, 1).

1.3 Detalii de implementare

De remarcat că unele dintre generatoarele liniar congruenţiale de ordin 1 (exemplele 1, 2 şi 4) nu pot
fi implementate ı̂n mod direct ı̂n limbaje de nivel ı̂nalt ı̂ntrucât valorile intermediare obţinute prin
calcule depăşesc valorile maxime ce pot fi reprezentate ca ı̂ntregi pe 32 de biţi. În aceste condiţii,
majoritatea generatoarelor sunt implementate ı̂n limbaje de asamblare ce utilizează regiştrii de 64
de biţi sau sunt utilizaţi algoritmi care produc doar valori intermediare ce nu depăşesc 231 − 1.

În cazul simulării variabilelor continue, pentru a diminua efectul erorilor de rotunjire de la
operaţia de ı̂mpărţire este indicat să se folosească reprezentarea ı̂n dublă precizie.

Întrucât generatorii liniar congruenţiali produc valori ı̂n care cifrele de rang scăzut (cele mai
puţin semnificative) sunt mai puţin aleatoare decât cele de rang ı̂nalt este indicat ca atunci când se
doreşte simularea unei variabile uniforme pe {1, . . . , s} să se folosească câtul impărţirii şi nu restul.
De exemplu, ı̂n C se va folosi o expresie de forma 1+(int)(s*rand()/(RAND MAX+1.0)) şi nu una
de forma 1+(rand()%s).

2 Metoda inversării funcţiei de repartiţie

Fie X o variabilă aleatoare (discretă sau continuă) având funcţia de repartiţie FX : IR→ [0, 1]. Se
defineşte inversa F−1

X : [0, 1]→ IR ı̂n modul următor:
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F−1
X (u) = inf{x ∈ IR|FX(x) ≥ u}, ∀u ∈ [0, 1].

Metoda inversării funcţiei de repartiţie se bazează pe următorul rezultat:

Fie F o funcţie de repartiţie. Dacă U este o variabilă aleatoare uniform repartizată ı̂n
[0, 1], atunci funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare X = F−1(U) este F .

Într-adevăr, dacă notăm cu FX funcţia de repartiţie a variabilei X = F−1(U) atunci are loc:

FX(x) = P ({X < x}) = P ({F−1(U) < x}) = P ({U < F (x)}) = P ({0 < U < F (x)}) = F (x)

deci funcţia de repartiţie a lui X este chiar F .
Astfel forma generală a algoritmului de simulare a unei variabile având funcţia de repartiţie FX

este:

u:=Random
x:=InvF(u) /* InvF este inversa functiei F */
Return x

Pentru repartiţii concrete se obţin variante particulare ale algorimilor, care diferă ı̂ntre ele prin
modul de implementare a inversei funcţiei de repartiţie.

2.1 Cazul repartiţiilor discrete

Fie X o variabilă aleatoare discretă care ia valori ı̂n mulţimea {x1, x2, . . . , xn}. Să presupunem că
x1 < x2 < . . . < xn, iar repartiţia lui X este:(

x1 . . . xi . . . xn
p1 . . . pi . . . pn

)
Funcţia de repartiţie asociată va fi:

FX(x) =



F1 = 0, x ≤ x1
F2 = p1, x1 < x ≤ x2
. . .

Fi =
∑i−1
k=1 pk, xi−1 < x ≤ xi

. . .

Fn =
∑n−1
k=1 pk, xn−1 < x ≤ xn

Fn+1 = 1 x > xn

În acest caz valorile inversei funcţiei de repartiţie pot fi calculate ı̂n modul următor:

F−1
X (u) = xi, dacă FX(xi−1) < u ≤ FX(xi), pentru i = 1, n

cu x0 = −∞ şi FX(x0) = 0.
Dacă descriem funcţia de repartiţie prin tabelul:(

x0 = −∞ x1 . . . xi−1 xi xi+1 . . . xn
F0 = 0 F1 . . . Fi−1 Fi Fi+1 . . . Fn

)
atunci algoritmul de simulare constă ı̂n generarea unei valori, u, uniform repartizate ı̂n (0, 1) şi ı̂n
găsirea indicelui i pentru care Fi−1 < u ≤ Fi. Principala prelucrare a acestui algoritm este astfel
căutarea intervalului din lista valorilor funcţiei de repartiţie care conţine valoarea u.

Structura algoritmului este:
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i:=1
u:=Random
While (u>Fi) and (i<n) Do i:=i+1
Return xi

Exemple.

1. Repartiţia Bernoulli. Fie X : Ω→ {0, 1} o variabilă binară caracterizată de P ({X = 0}) = p
şi P ({X = 1}) = q = 1− p. Funcţia de repartiţie este:

FX(x) =


0, x ≤ 0
p, 0 < x ≤ 1
1, x > 1

În acest caz particular problema căutării este mult simplificată şi algoritmul devine:

u:=Random
If u<=p then x:=0 else x:=1
Return x

2. Repartiţia binomială. Fie X : Ω→ {0, 1, . . . , n} o variabilă având funcţia de repartiţie:

FX(x) =


0, x ≤ 0
P0 + . . .+ Pk, k < x ≤ k + 1, k = 0, n− 1
1, x > n

unde Pk = P (X = k) = Cknp
k(1 − p)n−k. Evident că X poate fi simulată prin construirea

tabelului asociat funcţiei de repartiţie şi prin aplicarea metodei clasice de căutare. Pentru
valori mari ale lui n metoda nu este eficientă. O altă variantă este de a simula ”extragerile
cu revenire” şi de a număra de câte ori de produce evenimentul de probabilitate p. Pentru
aceasta se consideră N ca fiind cel mai mic număr natural pentru care n1 = Np şi n2 = Np
sunt şi ele numere naturale. Se construieşte un tabel cu n1 +n2 elemente având următoarele
valori: t1 = . . . = tn1 = 1, tn1+1 = . . . = tn1+n2 = 0. Algoritmul pentru generarea unei valori
x este:

x:=0
For k:=1 to n do

{u:=Random
i:=INT(N*u)+1
x:=x+t[i]
}

Return x

3. Repartiţia Poisson. Fie X : Ω→ {0, 1, 2, . . .} o variabilă aleatoare caracterizată prin

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, cu λ > 0.

Funcţia de repartiţie este:

FX(n) =
n−1∑
k=0

P (X = k), n ≥ 1.
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În acest caz este ineficient să se genereze un tabel al funcţiei de repartiţie (̂ıntrucât tabelul
este infinit şi nu se cunoaşte a priori câte elemente trebuie generate), fiind mai indicat ca evaluarea
acesteia să se facă pe masură ce se efectuează căutarea intervalului care conţine valoarea u. Această
variantă a algoritmului are forma:

u:=Random
i:=0; p:=exp(-lambda); f:=p
While (u>f) do {i:=i+1; p:=p*lambda/i; f:=f+p;}
Return i

2.2 Cazul repartiţiilor continue

În cazul variabilelor continue există două situaţii:

• se cunoaşte expresia analitică a inversei funcţiei de repartiţie;

• se foloseşte un tabel cu valori ale funcţiei de repartiţie.

În primul caz se foloseşte forma generală a algoritmului, iar ı̂n al doilea se aplică algoritmul
specific repartiţiilor discrete, ı̂nsă după ce s-a determinat intervalul (Fi−1, Fi] care conţine pe u se
calculează:

x∗ = xi−1 + (xi − xi−1)
u− Fi−1

Fi − Fi−1

aceasta fiind valoarea care se returnează şi nu xi. În locul ultimei relaţii, care asigură o interpolare
liniară a valorilor din tabelul funcţiei de repartiţie, se poate aplica o formulă corespunzătoare unui
alt tip de interpolare.
Exemple.

1. Repartiţia exponenţială. Fie X : Ω→ [0,∞) o variabilă aleatoare având funcţia de repartiţie:

FX(x) = 1− e−λx, λ > 0.

Inversa acestei funcţii este F−1
X (u) = − 1

λ
ln(1− u). Întrucât dacă u este uniform repartizată

ı̂n (0, 1) atunci şi 1 − u este uniform repartizată ı̂n (0, 1), rezultă că algoritmul de simulare
are forma:

u:=Random
Return -ln(u)/lambda

2. Repartiţia Weibull. Fie X : Ω→ [0,∞) o variabilă aleatoare având funcţia de repartiţie:

FX(x) = 1− e−axb , a, b > 0.

Inversa lui FX este F−1
X (u) =

(
−1
a

ln(1− u)
)1/b

astfel că algoritmul de simulare este:

u:=Random
Return (-ln(u)/a)^(1/b)

Observaţie. Metoda inversării funcţiei de repartiţie poate fi extinsă şi ı̂n cazul variabilelor multi-
dimensionale. Pe o astfel de extindere se bazează metoda Box-Muller de simulare a variabilelor
normale. Această metodă va fi prezentată ı̂n secţiunea dedicată variabilelor cu repartiţie normală.
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3 Metoda respingerii

Fie X o variabilă aleatoare pentru care se cunoaşte un algoritm de simulare şi fie E un eveniment
de probabilitate nenulă. Să presupunem că repartiţia variabilei Y are proprietatea:

FY (y) = P ({Y < y}) = P ({X < y}|E). (2)

Astfel o valoare generată ı̂n conformitate cu repartiţia lui X poate fi considerată o realizare a
variabilei Y dacă este satisfăcut evenimentul E. Realizările lui X care nu satisfac evenimentul E
sunt respinse. Pornind de la această idee se poate formula un algoritm general de simulare a lui Y :

Repeat
X:=GenerareX

Until E
Return X

Principalele probleme care trebuie rezolvate pentru a aplica metoda respingerii pentru simularea
unei variabile Y sunt:

• găsirea variabilei X,

• stabilirea evenimentului E,

astfel ı̂ncât să fie satisfăcută relaţia (2). În plus este de dorit ca ı̂n aplicarea algoritmului, numărul
mediu de respingeri ale valorilor generate să nu fie prea mare. Numărul mediu de respingeri este
cu atât mai mic cu cât P (E) e mai apropiat de 1.

Un caz particular, destul de frecvent ı̂ntâlnit, ı̂n care metoda respingerii poate fi aplicată cu
succes este cel al simulării repartiţiilor uniforme multidimensionale pe domenii oarecare pornind de
la repartiţii uniforme pe domenii paralelipipedice.

Presupunem că Y , variabila care trebuie simulată, are repartiţia uniformă pe domeniul D ⊂ Rn.
Fie D′ = [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] cel mai mic domeniu paralelipipedic care conţine domeniul
D, iar X o variabilă uniform repartizată pe D′. Considerând evenimentul E = {X ∈ D}, variabila
Y poate fi simulată ı̂n modul următor:

Repeat
/* generarea componentelor vectorului u din D‘ */
For i:=1 to n Do ui=ai+(bi-ai)*Random

Until (u1, u2,..., un) in D

Se observă că probabilitatea evenimentului E este vol(D)/vol(D′). Algoritmul va fi cu atât
mai eficient cu cât raportul ariilor este mai apropiat de 1. Pe de altă parte, complexitatea algo-
ritmului depinde de forma domeniului D ı̂ntrucât aceasta influenţează complexitatea condiţiei de
apartenenţă.
Exemple.

1. Generarea unor puncte uniform repartizate ı̂n interiorul cercului unitate:

Repeat
x:=2*Random-1; y:=2*Random-1;

Until (x*x+y*y<1)
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2. Generarea unor puncte uniform repartizate ı̂n interiorul unui tor centrat ı̂n origine cu raza
mare egală cu 4 şi cea mică egală cu 2:

Repeat
x:=-4+8*Random; y:=-4+8*Random; z:=-1+2*Random;
Until (z*z+Sqr(Sqrt(x*x+y*y)-3)<1)

Să considerăm problema mai generală a simulării variabilei Y având densitatea fY pornind de
la variabila X cu densitatea fX . Presupunem că există c ≥ 1 astfel ı̂ncât

fY (x) ≤ cfX(x), ∀x ∈ IR

Intuitiv metoda respingerii constă ı̂n acest caz ı̂n generarea de puncte uniform repartizate ı̂n
domeniul D′ delimitat de axa Ox şi graficul funcţiei cfX şi ı̂n acceptarea valorii abscisei doar dacă
punctul aparţine şi domeniului D determinat de axa Ox şi graficul funcţiei fY .

Astfel algoritmul de generare este:

Repeat
x:=GenerareX;
u:=Random;

Until c*f_X(x)*u<=f_Y(x);

Se observă că evenimentul E este {cfX(X)U ≤ fY (X)} unde X este variabilă aleatoare cu
densitatea fX iar U este o variabilă uniform repartizată ı̂n (0, 1).

Arătăm că P (E) = 1/c. Într-adevăr:

P (E) = P ({cfX(X)U ≤ fY (X)}) =
∫
{(x,u)|cfX(x)u≤fY (x)}

fX(x)I(0,1)(u)dxdu =

=
∫
{x|fX(x)>0}

fX(x)dx
∫ fY (x)/(cfX(x))

0
I(0,1)(u)du =

∫
{x|fX(x)>0}

fY (x)
c

dx =
1
c
.

Deci algoritmul este cu atât mai eficient cu cât c este mai apropiat de 1. Astfel este indicat
ca c să se aleagă ca fiind cea mai mică valoare care verifică fY (x) ≤ cfX(x), de exemplu c =
maxx fY (x)/fX(x).

Pentru a justifica utilizarea metodei trebuie să arătăm că pentru orice mulţime boreliană, B,
are loc P ({X ∈ B}|E) =

∫
B fY (x)dx. Într-adevăr:

P ({X ∈ B}|E) =
P ({X ∈ B} ∩ E)

P (E)
= c

∫
{x∈B}∩{cufX(x)≤fY (x)}

fX(x)I(0,1)(u)dxdu =

= c

∫
{x∈B}∩{u≤fY (x)/(cfX(x))}

fX(x)I(0,1)(u)dxdu = c

∫
{x∈B}

fX(x)
∫ fY (x)/(cfX(x))

0
I(0,1)(u)du =

∫
B
fY (x)dx.

Exemple.

1. Simularea repartiţiei exponenţiale trunchiată la (0, 1). Fie Y variabila având densitatea de
repartiţie:

fY (x) =

{
e−x

1−e−1 , dacă x ∈ (0, 1)
0 x 6∈ (0, 1)
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Fie X variabilă cu densitatea de repartiţie fX(x) = e−x pentru x ≥ 0 şi egală cu 0 ı̂n rest.
Atunci

c = max
x≥0

fY (x)
fX(x)

=
e

e− 1
.

Folosind pentru simularea variabilei X (cu repartiţie exponenţială) algoritmul prezentat ı̂n
secţiunea anterioară, variabila Y poate fi simulată prin:

Repeat
x:=-ln(Random)
u:=Random

Until u<1/e

2. Simularea repartiţiei seminormale. Fie Y o variabilă cu densitatea de repartiţie:

fY (x) =
√

2
π
e−

x2
2 , dacă x > 0

Considerăm X o variabilă cu repartiţia exponenţială:

fX(x) = e−x, dacă x > 0.

Se observă că:

c = max
x

fY (x)
fX(x)

=
√

2e
π

deci algoritmul poate fi descris astfel:

Repeat
x:=-ln(Random)
u:=Random

Until ln(u)<=-(x-1)*(x-1)/2

3. Simularea abscisei unui punct uniform repartizat ı̂n discul unitate. Variabila de simulat, Y ,
are densitatea

FY (x) =
2
π

√
1− x2I[−1,1](x), x ∈ R

Considerând X ca fiind o variabilă uniform repartizată ı̂n [−1, 1] (fX(x) = 1/21[−1,1]) se
obţine c = 4/π. Algoritmul poate fi scris ı̂n forma:

Repeat
x:=2*Random-1
u:=Random

Until (u*u<=1-x*x)
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4 Metoda descompunerii

Se aplică atunci când funcţia de repartiţie a variabilei de simulat poate fi scrisă ca o combinaţie
convexă a unor funcţii de repartiţie asociate unor variabile pentru care se cunosc metode de simulare.

Fie F1, F2, . . . , Fn funcţii de repartiţie şi fie (p1, p2, . . . , pn) o repartiţie de probabilitate (0 ≤
pi ≤ 1,

∑n
i=1 pi = 1).

Considerăm funcţia de repartiţie F (x) =
∑n
i=1 piFi(x). Pentru a simula o variabilă aleatoare ı̂n

conformitate cu repartiţia dată de F se aplică algoritmul:
Pas1. Se generează o valoare i ∈ {1, 2, . . . , n} ı̂n conformitate cu repartiţia p (aplicând, de

exemplu, metoda inversării funcţiei de repartiţie).
Pas2. Se returnează o valoarea generată prin metoda de simulare a variabilelor cu repartiţia

corespunzătoare lui Fi
Observaţie. Metoda se aplică ı̂n acelaşi mod ı̂n cazul ı̂n care se cunosc funcţiile de densitate ale
variabilelor Xi.
Exemple.

1. Simularea repartiţiei normale. Fie X o variabilă cu repartiţia normală standard. Atunci |X|
are repartiţia seminormală. Ţinând cont de faptul că repartiţia normală este simetrică putem
scrie:

FX(x) =
1
2
F−|X|(x) +

1
2
F|X|(x),

astfel că algoritmul de simulare a lui X este:

u:=Random
x:="generare variabila cu repartitia seminormala"
If u<0.5 then Return -x else Return x

2. Simularea variabilelor cu repartiţie uniformă pe domenii decompozabile. Fie X o variabilă
uniform repartizată pe D, un domeniu mărginit. Presupunem că D = D1 ∪ D2 ∪ . . . ∪ Dn

şi Di ∩ Dj = ∅ pentru orice i 6= j. Pentru a aplica metoda descompunerii, se calculează
pi = ariaDi/ariaD şi se aplică algoritmul:

Pas 1. Se generează i ı̂n conformitate cu (p1, . . . , pn)

Pas 2. Se generează o valoare uniform repartizată ı̂n Di (utilizând de exemplu metoda
respingerii).

5 Simularea variabilelor aleatoare normal repartizate

5.1 Metoda bazată pe teorema limită centrală

Conform teoremei limită centrală, dacă X1, X2, . . ., Xn sunt variabile aleatoare i.i.d. (independente
şi identic repartizate) cu M(Xi) = µ iar D2(Xi) = σ2 atunci şirul de variabile aleatoare Zn =√
n(X − µ)/σ tinde ı̂n distribuţie (când n tinde la infinit) către Z ∼ N(0, 1). X reprezintă (X1 +

. . .+Xn)/n.
Considerând Xı ∼ U(0, 1) rezultă că µ = 1/2, σ2 = 1/12, deci

Zn =
(X1 + . . .+Xn)− n/2

√
n/
√

12
.
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Se observă că luând n = 12 expresia lui Zn devine foarte simplă (Z12 = X1 + . . . X12 − 6) astfel că
un algoritm care simulează repartiţia normală este:

z:=-6;
For i:=1 to 12 do
z:=z+Random

Return z

Observaţie. Această metodă este costisitoare din punct de vedere computatţional ı̂ntrucât pentru
generarea unei valori z necesită 12 apeluri ale funcţiei Random.

5.2 Metoda Box-Muller

Metoda Box-Muller se bazează pe următorul rezultat teoretic:
Propoziţie. Fie X ∼ N(0, 1) şi Y ∼ N(0, 1) variabile independente şi fie R şi θ două variabile
aleatoare ce au proprietatea că X = Rcos(θ) şi Y = Rsin(θ). Atunci R şi θ sunt independente, R
are repartiţia Rayleigh (fR(r) = r exp(−r2/2) pentru r > 0 şi 0 ı̂n caz contrar) iar θ are repartiţie
uniformă pe [0, 2π).

Din această propoziţie rezultă că simulând o variabilă R cu repartiţia Rayleigh şi una θ ∼ U(0,1)
putem genera două valori ı̂n conformitate cu repartiţia normală standard.

Simularea lui θ este evidentă, iar simularea lui R se poate face prin metoda inversării funcţiei
de repartiţie, căci:

FR(r) = 1− exp(−r2/2), r > 0 iar F−1
R (s) =

√
−2 ln(1− s).

Astfel algoritmul de generare poate fi scris ı̂n modul următor:

u:=Random; v:=Random
r:=sqrt(-2*ln(u))
z1:=r*cos(2*pi*v)
z2:=r*sin(2*pi*v)
Return z1,z2

O variantă a acestui algoritm care evită folosirea funcţiilor trigonometrice şi care se bazează pe
generarea de puncte uniform distribuite ı̂n interiorul cercului unitate este:

Repeat
u:=2*Random-1; v:=2*Random-1; s+u^2+v^2

Until 0<s<1
r:=sqrt(-2*ln(s)/s)
z1:=r*u; z2:=r*v
Return z1, z2

Observaţie. La fiecare apel al oricăreia dintre variantele algoritmului se obţin două valori ı̂n con-
formitate cu repartiţia normală standard.
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6 Simularea variabilelor de tip χ2, Student şi Fisher

Simularea acestor variabile se bazează pe legăturile ce există ı̂ntre ele şi repartiţia normală stan-
dard. Presupunem că avem la dispoziţie o funtie normala care generează valori ı̂n conformitate cu
repartiţia normală standard.

Pentru simularea unei variabile X ∼ χ2(n) se poate folosi algoritmul:

x:=0
For i:=1 to n do x:=x+normala(0,1)
Return x

Pentru simularea unei variabile X ∼ t(n) se poate folosi algoritmul:

z:=normala(0,1)
y:=0
For i:=1 to n do y:=y+normala(0,1)
x:=z*sqrt(n)/sqrt(y)
Return x

Pentru simularea unei variabile X ∼ F (n1, n2) se poate folosi algoritmul:

y:=0
For i:=1 to n1 do y:=y+normala(0,1)
z:=0
For i:=1 to n2 do z:=z+normala(0,1)
x:=(y/n1)/(z/n2)
Return x

Observaţie. Algoritmii folosesc din fiecare apel al al funcţiei normala ambele valori generate.
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